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Введение

Пористая среда — это материал, состоящий из пор и твердого скелета. По-

ристые среды широко распространены во многих отраслях техники и науки,

таких как: электроды в топливных элементах и батареях [1, 2], резервуары уг-

леводородных ресурсов [3], системы секвестрации CO2 [4], пенометалл в теп-

лообменниках [5], теплоизоляционные материалы [6], реакторы с уплотненным

слоем [7], фильтраторы воздуха через волокнистую мембрану [8], биологиче-

ские системы [9] и так далее. Эксплуатационные характеристики пористых

сред зависят не только от химического состава материалов, но и от процес-

сов переноса (течение жидкости, тепло- и массоперенос, химические реакции и

т.д.), протекающих внутри пористых сред. По сравнению с простой геометрией,

пористые структуры характеризуются обилием интерфейса между различными

составляющими, что приводит к сложным процессам переноса. Понимание яв-

лений и механизмов переноса внутри пористых сред имеет решающее значение

для оптимизации структур материалов, контроля связанных процессов и улуч-

шения характеристик [10–12].

В реальных инженерных задачах изучаемые случаи пористых сред обычно

состоят из сложных микронеоднородностей, что приводит к высоким вычисли-

тельным затратам на детальное моделирование микроструктур [13]. Примеров

можно привести много: нефтяной пласт [14], мембрана фильтров очистки [15],

композитные материалы [16], сердечно-сосудистая система [17] и так далее.

Такие среды имеют характерную многомасштабную структуру. В промышлен-

ности важно учитывать все геометрические уровни рассматриваемого материа-

ла, проводить расчет свойств отдельного материала или поведения системы на

одном уровне с использованием информации с разных уровней. Естественно,

исследуемые процессы на каждом уровне могут проходить в своем простран-

ственном или временном масштабе, из-за чего следует то, что для каждого
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уровня будут требоваться свои отдельные подходы. Многомасштабное моде-

лирование особенно важно в инженерии материалов, поскольку оно позволяет

прогнозировать свойства материалов или поведение системы на основе знания

взаимосвязей между процессом, структурой и свойствами [18–20]. В нашей ра-

боте будет рассматриваться пористая среда в маштабе пор, когда учитывается

их геометрия.

Потоки в пористых средах сильно зависят от вездесущей структурной неод-

нородности пористых включений. В зависимости от масштаба, могут приме-

няться разные математические модели, описывающие гидродинамические про-

цессы [21]. Потоки через пористую среду имеют множество инженерных и

геофизических приложений, например: в области химической технологии для

процессов фильтрации и очистки [22,23], в области сельскохозяйственного ма-

шиностроения для изучения ресурсов подземных вод [24], в нефтяной промыш-

ленности для изучения движения природного газа, нефти и воды по нефтяным

каналам и резервуарам [25].

Исторически сложилось так, что большая часть теоретических и экспери-

ментальных исследований переноса в пористых средах в целом и реагирую-

щего потока, в частности, проводилась в макроскопическом приближении Дар-

си [11,26]. Моделирование в масштабе пор играет все более важную роль в по-

нимании процессов переноса в пористой среде. Оно может обеспечить деталь-

ное описание связанных переменных (скорость, давление, температура, концен-

трация и т. д.), которые трудно измерить экспериментальными методами [27].

На основе этих распределенных величин в масштабе пор, можно рассчитать

макроскопические транспортные свойства пористых сред (проницаемость, эф-

фективная диффузионная способность, эффективная теплопроводность и т. д.),

которые представляют фундаментальный интерес для дизайна пористых сред.

Эти транспортные свойства также могут быть использованы в масштабе кон-

тинуума, чтобы повысить точность моделей [28].
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Реагирующим потоком называют течения, в которых происходят химиче-

ские реакции. Различают два вида реакций в реагирующих потоках: гетероген-

ный и гомогенный. Гомогенная реакция – реагирующие компоненты (реагенты)

находятся в одной фазе, реакция происходит по всему объему. Гетерогенная

реакция – реагирующие компоненты находятся в разных фазах, реакция проис-

ходит на границе раздела фаз [29]. Именно гетерогенной реакции и идентифи-

кации скоростей реакции будет посвящена наша работа. Различают несколько

типов гетерогенных реакций в зависимости от фазового состояния реагентов.

Мы будем рассматривать систему «жидкая фаза - твердая фаза» с соответству-

ющими ей процессами адсорбции и десорбции [30]. Адсорбция и десорбция

– это процесс поглощения раствора (адсорбата) поверхностным слоем твердо-

го тела (адсорбента) и обратный процесс отделения адсорбата из адсорбента

соответственно [31]. Существует еще процесс абсорбции, когда абсорбент по-

глощает другое вещество (абсорбат) всем своим объемом, но он возникает в

системах газ-жидкость и в этой работе рассматриваться не будет.

Реагирующий поток в пористых средах широко распространен в научных и

инженерных областях и является важным компонентом многих промышленных

и экологических проблем: очистка воды и воздуха от примесей [32], загрязне-

ние почвы и рекультивация [33], каталитические фильтры [34, 35], опреснение

морской воды [36], добыча нефти [3] и так далее. Во всех упомянутых промыш-

ленных процессах адсорбции крайне важно знать адсорбционную способность

адсорбента и кинетику процесса. Исследование взаимодействий между адсор-

батом и адсорбентом показало, что наиболее значимы изотермы адсорбции.

Изотермы адсорбции представляют собой функциональные выражения, связы-

вающие количество растворенного вещества, адсорбированного на единицу ве-

са адсорбента, и концентрацию адсорбата в объеме раствора при постоянной

температуре в условиях равновесия [37]. Таким образом, изотермы адсорбции

предоставляют исследователям и инженерам возможность моделирования про-
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цесса адсорбции в различных условиях эксплуатации, которые можно приме-

нять для проектирования, оптимизации и устранения неполадок.

Исследования по гидродинамике в пористых средах проводятся в различ-

ных направлениях. Авторы работ [38–41] численно исследовали течение жидко-

сти через пористую среду методом усреднения объема. В работе [42] выполнен

теоретический вывод закона Дарси из усредненного по объему уравнения дви-

жения без каких-либо определяющих предположений. Авторы [43,44] обобщи-

ли уравнение Навье-Стокса для ламинарного течения сквозь пористую среду на

идеализированной геометрии используя методологию усреднения объема. В ра-

боте [45] рассмотрены уравнения Бринкмана для ламинарного течения несжи-

маемой жидкости в пористой среде. Автор [46] численно исследовал несжи-

маемое течение через неупорядоченные пористые среды решеточным методом

Больцмана. В недавних работах [47–50] численно изучались явления порового

течения в специально смоделированных пористых средах.

В последние десятилетия многомасштабные методы получили широкое раз-

витие для снижения стоимости численного моделирования задач без поте-

ри точности. Среди всех многомасштабных методов методы гомогенизации

признаны эффективными и применимыми к различным задачам. Метод ма-

тематической гомогенизации, известный как асимптотическая гомогенизация,

был успешно использован для моделирования физических проблем, вклю-

чая геометрическое и материальное нелинейное поведение [51, 52], термоме-

ханическое поведение пористых материалов [53, 54], асимптотическое усред-

нение высшего порядка [55, 56] и усреднение высшего порядка для задачи

радиационно-кондуктивного теплопереноса [57].

Важность процесса адсорбции вызывает чрезвычайные усилия по модели-

рованию изотерм адсорбции на протяжении многих лет. Было предложено мно-

жество изотерм адсорбции и эти исследования активно продолжаются. Изотер-

ма Генри, самая основная изотерма адсорбции, применима для низких кон-
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центраций адсорбата. Изотерма Ленгмюра является более сложной изотермой

по сравнению с изотермой Генри и применима для однородной поверхности.

Существуют другие модели, например: Фрейндлиха, Харкинса-Юры, Халси,

Дубинина-Радушкевича, Сипса, Йоссенса и Марчевского-Яроника и Тота, ко-

торые подходят для гетерогенных адсорбционных систем [58]. В своей работе

мы будем рассматривать изотермы Генри и Ленгмюра.

Моделирование в масштабе пор обычно требует очень подробную вычис-

лительную сетку. Более того, количество узлов сетки резко увеличится, ес-

ли разрешение будет дополнительно улучшено, чтобы включить больше дета-

лей геометрии. Таким образом, снижение вычислительной нагрузки без ущер-

ба для точности вычислений крайне необходимо для моделирования в наше

время [13]. Следовательно, необходима разработка новых эффективных вычис-

лительных алгоритмов. Были предложены различные подходы для экономии

вычислительных ресурсов моделирования в масштабе пор [59, 60] с исполь-

зованием метода конечных объемов и решетчатого метода Больцмана. Кроме

того, методы машинного обучения также были применены для моделирования

в масштабе пор для ускорения прогнозирования транспортных свойств пори-

стой среды [61,62].

Детальное моделирование в масштабе пор требует эффективного метода

трехмерной реконструкции. Для реконструкции одним из основных препят-

ствий является низкое разрешение трехмерной микроструктуры. Несмотря на

все большую доступность устройств для компьютерной томографии, их раз-

решения трехмерной реконструированной микроструктуры все еще недоста-

точно [13, 63]. Для получения надежных кинетических данных, в нашем слу-

чае скорости поверхностных реакций, необходимо очень точно контролировать

условия реакции в экспериментальных установках. Это сложно по трем ос-

новным причинам: во-первых, одновременно с рассматриваемой химической

реакцией происходят различные другие процессы, которые мешают контролю
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условий реакции; во-вторых, концентрация и давление не могут быть измере-

ны непосредственно в образце; в-третьих, условия реакции могут происходить

неравномерно внутри образца из-за неоднородностей. Следовательно, требу-

ется разработать эффективные алгоритмы идентификации ключевых парамет-

ров определяющих кинетику реакций, которые бы учитывали вышеизложенные

нюансы экспериментальных исследований [64].

Численные модели в масштабе пор основаны на таких принципах сохра-

нения, как сохранение массы, импульса и тепловой энергии. Определяющие

уравнения для различных величин могут быть представлены в виде уравнений

конвекции-диффузии-реакции. Неизвестными величинами могут быть темпе-

ратура или концентрация различных компонент. Уравнения сохранения массы

и импульса также известны как уравнение Навье-Стокса [13]. За процесс ре-

акции отвечают отдельные модели, которые могут быть заданы на границах

включений в случае процессов адсорбции, или в области неоднородностей для

случая абсорбции. Выбор этих моделей в большинстве своем зависит от типа

адсорбента и адсорбата, порядка реакции и типа интерфейса [22, 65].

При прямой визуализации трехмерные микроструктуры пористой среды

получают с помощью экспериментальных методов визуализации, таких как:

XCT [66], FIB-SEM [67] и электронная томография [68]. XCT — это неинва-

зивный и неразрушающий метод визуализации, который может предоставить

детали структуры внутри пористой среды. Пористая среда визуализируется с

разных направлений для создания последовательных двухмерных поперечных

сечений, которые впоследствии объединяются вместе для формирования трех-

мерной структуры. Разрешение микро-КТ и нано-КТ составляет 1–5 мкм и

10–20 нм соответственно. Помимо визуализации структур, XCT также широ-

ко применяется для исследования многофазных течений в пористой среде [69].

Описанные методы помогают хорошо понять морфологию пористых структур,

однако, для оценки изменчивости связанной с геометрией и составляющими
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пористых сред требуются многочисленные эксперименты для анализа стати-

стических характеристик пористых сред, которые всё еще остается весьма до-

рогим и времязатратным процессом [70]. Создание синтетических пористых

сред, которые отвечают всем свойствам реальной геометрии, позволяют вы-

полнять многократное моделирование в различных условиях и с множествен-

ной параметризацией. Также синтетические пористые среды могут быть легко

приведены к любым пространственным масштабам, поскольку пространствен-

ные параметры модели играют довольно важную роль в изучении физических

процессов, протекающих в пористых средах [71].

Для моделирования процессов проходящих в пористых средах можно при-

менять почти все существующие методы дискретизаций по пространству. В

силу того, что изображения компьютерной томографии легче обрабатывать в

вокселях (пиксель - воксель), метод конечных объемов особенно подходит для

задач гидродинамики. Основным преимуществом метода является то, что зако-

ны сохранения выполняются локально и на дискретном уровне. Это особенно

важно в промышленных задачах, где, например, недопустима потеря массы при

вычислениях [72].

Метод конечных элементов на текущий момент является эталоном числен-

ных методов, объединяя в себе научный и инженерные подходы [73–75], по-

скольку хорошо подходит для решения задач на неструктурированной сетке с

возможностью измельчения локального размера ячеек в отдельно взятых подоб-

ластях. Единственным недостатком метода конечных элементов можно назвать

сложность программной реализации в отличии от других численных методов.

На сегодняшний день этим недостатком можно пренебречь, поскольку появи-

лись вычислительные платформы, которые берут на себя рутинные моменты

метода, давая исследователю возможность больше концентрироваться на реша-

емой задаче [76–78]. Несмотря на вышеописанные преимущества метода конеч-

ных объемов при работе с вокселями, метод конечных элементов тоже может
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быть применен к работе с изображениями компьютерной томографии, разбивая

воксель на 6 тетраэдров или используя кубические конечные элементы.

Оценка параметров является важной проблемой в научных вычислениях. Во

многих случаях, слабым местом в реализации вычислительного моделирования

реакционного переноса является отсутствие данных для скорости адсорбции и

десорбции в масштабе пор. Несмотря на прогресс в разработке устройств для

проведения экспериментальных измерений в масштабе пор, экспериментальная

характеристика этих ключевых параметров все еще остается очень сложной и

дорогой задачей. Типичными проблемами являются оценка скоростей реакций

и оценка коэффициентов диффузии. Поскольку используемая система уравне-

ний обычно очень сложна, возникает потребность в создании эффективных

вычислительных алгоритмов решения задач оценки параметров [79]. Кроме то-

го, задачи математического моделирования реакционных процессов в масштабе

пор требуют соответствующей дискретизации и алгоритмов оптимизации. Для

расчетов в двух- и трехмерных областях были предложены следующие алго-

ритмы: автоматического измельчения сетки [80] и понижения порядка модели

многомасштабным методом конечных элементов [81].

Геометрический фактор проиллюстрируем на примере фильтрационного

элемента. Каталитические системы работают по принципу поверхностных ре-

акций, разлагая вредные соединения на более простые и менее опасные для

человека [34, 35]. Такие фильтры обычно покрыты оксидами палладия, титана

и т.д. (зависит от того, что необходимо очищать: выхлопные газы, воздух) для

увеличения площади рабочего контакта, следовательно, имеют микромасштаб-

ную структуру. Стандартный подход моделирования сегодня явно не рассмат-

ривает микроструктуру пористых сред, а использует приближенные однород-

ные модели, которые представляют микромасштабную структуру с точки зре-

ния усредненных по объему величин. В этом усредненном подходе микромас-

штабные эффекты обычно включаются в эффективные усредненные по объему
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коэффициенты диффузии и скорости реакций. Хотя эти однородные описания

микромасштабов часто являются успешными и достаточными, при описании

поведения, например, химического реактора в более мелком масштабе, учиты-

вающем микроструктуру катализатора, требуется применение математических

моделей, которые явно разрешают масштаб пор.

В случае поверхностных реакций в масштабе пор перенос частиц связан

с поверхностной реакцией и учитывается граничными условиями. Когда ско-

рости реакции неизвестны, их идентификация рассматривается как обратная

краевая задача [82–87]. Дополнительная информация, необходимая для иденти-

фикации параметров, часто предоставляется в виде динамического изменения

концентрации на выходе катализатора (например, так называемые кривые про-

рыва). В литературе обратные задачи для течения пористой среды обсуждают-

ся, в основном, в связи с идентификацией параметров для макроскопических

задач масштаба Дарси. Общий обзор всей тематики обратных задач при моде-

лировании подземных вод в масштабе Дарси можно найти в [88].

В задачах реакционного течения, где необходимо определить кинетику ре-

акции, либо наоборот, по известной кинетике определить работу фильтраци-

онного элемента, так или иначе присутствует так называемая кривая проры-

ва/проскока. Существует несколько способов провести экспериментальные ис-

следования кинетики реакций в объекте исследования, некоторые из которых

описаны в работах [64, 89, 90]. В общей схеме, через объект исследования про-

пускают раствор или газ с известной концентрацией, попутно фиксируя концен-

трацию на выходе. Эта динамика в последующем может сыграть роль дополни-

тельной информации для решения задачи идентификации ключевых парамет-

ров кинетики реакции. Естественно, вся другая доступная информация (тем-

пература среды, давление и т.д) при численном моделировании должна быть

учтена.

Экспериментальные измерения могут иметь систематические ошибки. Слу-
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чайные ошибки в экспериментальных измерениях, особенно с небольшим на-

бором данных, также могут оказывать существенное влияние на результаты

[91]. Все экспериментальные измерения имеют систематические ошибки, свя-

занные с приборами или людьми-операторами. Это приводит к смещению пара-

метров подобранной эмпирической модели [92, 93]. Также природные неодно-

родности самого объекта могут влиять на результат экспериментальных иссле-

дований. Эти эффекты труднее всего поддаются количественной оценке [64].

Несмотря на наличие справочников передового опыта по проведению экспери-

ментов по определению кинетики реакций [94, 95], ошибки измерений не мо-

гут быть полностью устранены путем корректировки процедуры эксперимента.

Расчетные методы могут помочь уточнить кинетические данные.

Кратко упомянем некоторые общие подходы к решению обратных задач, ко-

торые могут использоваться при идентификации параметров распределенных

математических моделей. Для решения задач идентификации параметров мо-

гут применяться различные алгоритмы (см., например, [96–99]). Градиентные

методы минимизации функционала от разности измеренных и вычисленных

величин (функционала невязки) широко используются для решения обратных

задач. В отличие от этого подхода наша цель состоит не в том, чтобы точно

найти минимум функционала, а в том, чтобы выявить допустимый набор па-

раметров, при котором функционал меньше заданного порога. Такой класс за-

дач идентификации параметров представляет интерес для некоторых отраслей

промышленности. Отметим также, что в зависимости от конкретной отрасли,

разумный порог точности искомых параметров может варьироваться от 1% до

20%.

Многие алгоритмы идентификации параметров используют детерминиро-

ванные методы, основанные на методе регуляризации Тихонова [100, 101], и

нацелены на минимизацию функционала невязки между измеренными и вычис-

ленными величинами. Важной частью таких алгоритмов является определение
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допустимого набора параметров, на котором функционал минимизируется. При

приближенном решении задач оптимизации [102, 103] используются процеду-

ры локальной или глобальной оптимизации. В вычислительном плане можно

отметить определенное сходство между математической постановкой задачи

оптимизации и задачи идентификации параметров.

Стохастико-детерминированные методы также являются популярным под-

ходом для решения задач идентификации параметров. Вариант метода, осно-

ванный на детерминированной выборке точек, выглядит подходящим для рас-

сматриваемых нами прикладных задач. Стохастический подход к глобальной

оптимизации в его простейшей форме состоит только из случайного поиска

и называется чистым случайным поиском (Pure Random Search, PRS) [104]. В

этом случае функционал невязки оценивается в случайно выбранных точках

из допустимого набора. Последовательности Соболя [105,106] могут использо-

ваться для выборки. Такой подход успешно применяется, например, при мно-

гокритериальной идентификации параметров [107].

Количественная оценка неопределенности (Uncertainty Quantification, UQ)

— важная область исследований во многих приложениях [92, 93]. Обычно ис-

пользуемый метод для UQ — это байесовская инверсия (байесовский вывод,

байесовский подход), которая формулирует апостериорное распределение че-

рез условную вероятность и априорную информацию [108, 109]. Для выборки

из апостериорного распределения часто используется метод Монте-Карло на

цепях Маркова (Markov chain Monte–Carlo, MCMC) [110–113], который стано-

вится все более популярным методом получения информации о распределени-

ях, особенно для оценки апостериорных распределений в байесовском подхо-

де [114].

В задачах оптимизации, в последнее время, набирают большую популяр-

ность метаэвристические методы. Метаэвристика — это независящая от задачи

алгоритмическая структура высокого уровня, которая предоставляет набор ре-
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комендаций или стратегий для разработки алгоритмов оптимизации. Существу-

ют различные метаэвристические алгоритмы: генетические алгоритмы (Genetic

Algorithms, GA) [115], оптимизация роя частиц (Particle Swarm Optimization,

PSO) [116], генетическое программирование (Genetic Programming, GP) [117],

дифференциальная эволюция (Differential Evolution, DE) [118] и жадная ран-

домизированная адаптивная процедура поиска (Greedy Randomized Adaptive

Search Procedure, GRASP) [119], и это лишь некоторые из них. Вот некото-

рые примеры недавних работ: алгоритмы DE и искусственной пчелиной ко-

лонии (ABC) использовались для определения кинетических параметров при

гидрировании CO2 для производства углеводородов [120]; PSO использовался

для калибровки параметров модели анаэробного сбраживания [121]; а GRASP

использовался для прогнозирования маршрута после стихийного бедствия для

многопериодной задачи планирования работы войск на примере города Порт-

о-Пренс на Гаити после землетрясения 2010 года [122]. Дополнительную ин-

формацию о метаэвристических алгоритмах можно найти в следующих рабо-

тах [123–126].

Цель диссертационной работы состоит в разработке вычислительных

алгоритмов для численного решения многомерных задач идентификации па-

раметров поверхностной реакции реагирующего потока в пористых средах в

масштабе пор. Необходимо исследовать влияние шума в экспериментальных

данных на точность определяемых параметров, количественно оценить неопре-

деленности. Заявленная цель достигается решением следующих задач:

∙ Разработка программного обеспечения для генерации вычислительных

сеток синтетической пористой среды для двумерной и трехмерной за-

дачи;

∙ Решение прямой задачи массопереноса реагирующего потока в пористой

среде;

∙ Вычислительная реализация детерминированного, статистического и сто-
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хастического подходов идентификации неизвестных скоростей адсорбции

и десорбции в масштабе пор;

∙ Разработка вычислительного алгоритма по определению области допу-

стимых значений параметров гетерогенных реакций.

Научная новизна и практическая значимость. Научная новизна получен-

ных результатов заключается в следующем:

∙ Разработаны вычислительные алгоритмы идентификации параметров ад-

сорбции и десорбции в масштабе пор с учетом влияния шума в экспе-

риментальных данных на основе оценки области допустимых значений

параметров через заданный порог. Сам порог определяется через априор-

ную оценку значения функционала невязки с учетом дисперсии шума в

экспериментальных данных;

∙ Дана Байесовская оценка ключевых параметров изотермы реакции для

реагирующего потока через доверительный интервал при наличии одного

или нескольких наборов экспериментальных данных с разными амплиту-

дами шума;

∙ Предложена модификация метаэвристического алгоритма, адаптирован-

ная для задач реагирующего потока в масштабе пор для эффективного

решения обратной задачи идентификации параметров поверхностной ре-

акции.

Разработанные подходы имеют практическую значимость в исследовании но-

вых сорбентов в промышленности и могут быть применены не только в средах

со случайным расположением адсорбентов, но и при обработке изображений

полученных с помощью компьютерной томографии от реальных объектов.

Методология и методы исследования. Разработка вычислительных ал-

горитмов проведена на основе современных вычислительных технологий.

Дискретизация по пространству проводится методом конечных элементов на

неструктурированной расчетной сетке, при дискретизации по времени исполь-
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зуется разностная схема второго порядка точности (схема Кранка-Николсон).

Для проверки вычислительных алгоритмов были сгенерированы синтетические

экспериментальные данные кривой прорыва (средней концентрации раствора

проходящего через границу выхода) с разными амплитудами шума для иссле-

дования их влияния на процесс идентификации. Исследование проведено на

основе идеализированной геометрии пористой среды в виде периодических

включений. Для построения расчетной области с последующей генерацией вы-

числительной сетки используется собственная программа для ЭВМ [127] ос-

нованная на свободном программном обеспечении Gmsh [78]. Исследователь-

ский программный комплекс реализован на языке программирования Python

с использованием вычислительной платформы с открытым исходным кодом

FEniCS [76].

Положения, выносимые на защиту:

∙ Вычислительная идентификация параметров скоростей поверхностной

реакции при массопереносе в пористой среде на основе наблюдения кри-

вых проскока. Оценены возможности детерминированного, стохастиче-

ского и многоступенчатых подходов на двумерных задачах. Вычислитель-

ные алгоритмы адаптированы к выделению области допустимых парамет-

ров, вместо нахождения одного вектора параметров;

∙ Байесовский подход идентификации параметров скоростей поверхност-

ной реакции при массопереносе в пористой среде с использованием вы-

борки полученной методом Монте-Карло на цепи Маркова. Выполнено

сравнение двух алгоритмов построения выборки: Метрополис-Гастингс и

Адаптивный Метрополис через функции автокорреляции, скорости при-

ема и доверительные интервалы. Область допустимых параметров опре-

деляется через доверительный интервал и дается количественная оценка

неопределенности возникающей из экспериментальных данных с гаус-

совским шумом;
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∙ Модификация метаэвристического алгоритма стандартной пчелиной ко-

лонии (Standard Bees Algorithm, SBA) под названием модифицированный

алгоритм пчелиной колонии (Modified Bee Colony, MBC) и её примене-

ние для задачи идентификации параметров скоростей реакции массопе-

реноса в пористой среде. Отдельно рассмотрены случаи преобладания

реакции и преобладания диффузии. Выполнен статистический сравни-

тельный анализ с двумя пчелиными метаэвристическими алгоритмами:

с оригинальным алгоритмом стандартной пчелиной колонии (Standard

Bees Algorithm, SBA) и искусственной пчелиной колонией (Artificial Bee

Colony, ABC).

Обоснованность и достоверность результатов обеспечена использовани-

ем корректно построенных математических моделей, подтверждена вычисли-

тельными экспериментами, которые приближены к реальным, а также путем

сравнения результатов, полученных с использованием предлагаемых методов,

с результатами прямого численного моделирования методом конечных элемен-

тов на эталонной сетке.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались на

следующих конференциях:

∙ XII Международная конференция "Large-Scale Scientific Computing",

Созополь, Болгария, 10.06.2019 – 14.06.2019;

∙ Международная конференция "Multiscale and high-performance computing

for multiphysical problems", Якутск, Россия, 24.06.2019 - 25.06.2019;

∙ Международная конференция "Multiscale and high-performance

computing", Сочи, Россия, 08.09.2020 - 13.09.2020;

∙ Международная конференция "Multiscale and high-performance computing

for multiphysical problems", Якутск, Россия, 07.12.2020;

∙ Международная конференция "Mathematical Modeling, Inverse Problems

and Big Data", Якутск, Россия, 18.07.2021-25.07.2021.
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Публикации. По теме диссертации опубликованы 4 научные работы в меж-

дународных научных изданиях включенных в систему цитирования Web of

Science и Scopus [22, 128–130], получено свидетельство о государственной ре-

гистрации программ для ЭВМ [127].

Личный вклад автора. В работах опубликованных в соавторстве, личный

вклад диссертанта состоит в следующем:

∙ в работе [22] разработал и реализовал стохастический и статистический

методы идентификации параметров;

∙ в работе [128] принял участие в численной реализации математической

модели, провел расчеты и анализ результатов вычислительных экспери-

ментов;

∙ в работах [129, 130] выполнил выбор рассматриваемых методов иденти-

фикации параметров, обеспечил численную реализацию, провел расчеты

и анализ результатов вычислительных экспериментов;

∙ в работе [127] руководил разработкой и написал алгоритмическую часть.

Подготовка к опубликованию полученных результатов проводилась совместно

с соавторами.

Структура и объем диссертации. Работа состоит из введения, четырех

глав, заключения и списка литературы. Общий объём диссертационной работы

составляет 142 страницы, содержит 45 иллюстраций, 11 таблиц и 3 алгоритма.

Список литературы содержит 177 наименований.

Работа была поддержана Мегагрантом Правительства РФ 14.Y26.31.0013,

грантом РФФИ 19-31-90108.

В первой главе рассмотрен двумерный перенос растворенного вещества

в масштабе пор с учетом поверхностных реакций, а именно, адсорбции и

десорбции. Реализована математическая модель для описания процессов ад-

сорбции и десорбции в масштабе пор при очистке жидкости. Вычислительная

область состоит из периодически расположенных включений, которые игра-
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ют роль адсорбентов. В рамках работы над диссертацией написана програм-

ма для ЭВМ с графическим пользовательским интерфейсом "Synthetic porosity

by spherical particles"для создания двумерных/трехмерных синтетических по-

ристых/неоднородных сред со сферическими частицами. С помощью этой про-

граммы построена вычислительная сетка. Исследованы процессы массопере-

носа в масштабе пор, когда ламинарное течение рассматривается в устано-

вившемся режиме. Гидродинамические процессы описываются стационарны-

ми уравнениями Стокса для несжимаемой жидкости. Для описания динамики

примесей в потоке используются уравнения конвекции-диффузии, а реакция

моделируется как нелинейное граничное условие третьего рода на границах

включений. Рассматривается односторонняя связь: поток жидкости влияет на

перенос вещества, но нет обратного влияния концентрации веществ на поток

жидкости. Дискретизация по пространству выполняется методом конечных эле-

ментов, а для дискретизации по времени используется схема Кранка-Николсон,

которая имеет второй порядок точности. Проводятся численные исследования

прямой задачи массопереноса в пористых средах: расчеты на серии сеток, рас-

четы на разных шагах по времени, при различных параметрах для изучения их

влияния на реагирующий поток через пористую среду.

Во второй главе рассмотрена обратная задача определения неизвестной

скорости адсорбции и десорбции (так называемая задача идентификации па-

раметров), используя информацию о динамике средней выходной концентра-

ции. Решение обратной задачи состоит в минимизации функционала невязки

между измеренными и вычисленными данными. Отправной точкой является

отслеживание невязки для двух разных значений параметров в изотерме Генри.

Рассмотрен детерминированный подход, когда пространство параметров дис-

кретизируется равномерной сеткой и для каждой пары параметров вычисля-

ется значение невязки. Способ является простейшим, но в то же время яв-

ляется весьма дорогостоящим подходом. Рассмотрен стохастический подход в
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виде чистого случайного поиска и статистический подход с использованием вы-

борки квазислучайных последовательностей Соболя из пространства искомых

параметров. Проведена процедура Монте-Карло для исследования неопреде-

ленностей исходящих из стохастики в шуме. В рассматриваемом нами классе

задач важно определять не отдельные параметры, а определить именно допу-

стимую область параметров. Это особенно актуально в случае зашумленных

экспериментальных данных. Для всех подходов исследованы влияния шумов в

экспериментальных данных на процедуру идентификации допустимых наборов

параметров, где допустимый набор параметров определяется через установлен-

ный порог. Сам порог определяется с помощью априорной оценки функционала

невязки с учетом дисперсии равномерно распределенной случайной величины

шума в экспериментальных данных. Определение допустимого набора пара-

метров удовлетворяет целям промышленности, где необходимо определять па-

раметры с точностью порядка шума.

В третьей главе рассмотрен Байесовский подход в оценке параметров ад-

сорбции и десорбции с количественной оценкой неопределенности. Выборка с

апостериорного распределения получена методом Монте-Карло на цепи Марко-

ва. Реализованы два алгоритма для построения выборки: Метрополис-Гастингс

(Metropolis-Hastings, MH) и Адаптивный Метрополис (Adaptive Metropolis,

AM). Рассмотрено влияние шума с разной дисперсией на процедуру идентифи-

кации. Проведены сравнения между двумя алгоритмами через функцию авто-

корреляции. Область допустимых значений определяется через доверительный

интервал для обоих алгоритмов. Исследовано влияние количества эксперимен-

тальных данных для уточнения области допустимых значений. Выполнен ана-

лиз выборки с использованием автокорреляционной функции, также проведен

анализ скорости приема для оценки смешения цепи Маркова. Установлено, что

выборка MCMC (Markov chain Monte-Carlo) достаточно хороша для определе-

ния допустимого набора параметров через доверительный интервал для обоих
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алгоритмов, однако, предпочтительнее Адаптивный Метрополис, поскольку в

нем нет необходимости в "настройках"алгоритма.

В четвертой главе предложена модификация стандартного алгоритма пче-

линого роя (Standard Bees Algorithm, BA) [131], которая является поведен-

ческим методом. Поведенческие методы — это многоагентные методы, ос-

нованные на моделировании интеллектуального поведения колоний агентов

(интеллект роя). Модификация предлагает более агрессивный поиск не толь-

ко глобального экстремума функционала невязки, но и локальных экстрему-

мов. Тестовые запуски на известных тестовых функциях явно демонстрируют

это свойство. Проведено статистическое сравнение предложенного алгоритма

с двумя другими концептуально различными пчелиными алгоритмами на 100

независимых прогонах тестовых функций. Предложенная модификация хорошо

справляется с определением области допустимых значений при условии уме-

ренного количества экстремумов. Модифицированный алгоритм применен для

минимизации функционала невязки в случае доминирующей диффузии, когда

функционал выпуклый, и в случае доминирующей реакции, когда функционал

имеет форму узкой долины с крутыми берегами.

В заключении сформулированы основные научные результаты работы.

Автор выражает искреннюю благодарность своему научному руководите-

лю, доктору физико-математических наук, профессору Петру Николаевичу Ва-

бищевичу за научное руководство и доктору физико-математических наук,

профессору Олегу Илиеву за наставничество, профессору Ялчину Эфендиеву

за плодотворные дискуссии. Автор выражает благодарность своим коллегам

по научно-исследовательской кафедре «Вычислительные технологии» ИМИ

СВФУ и сотрудникам международной научно-исследовательской лаборатории

«Многомасштабное математическое моделирование и компьютерные вычисле-

ния» за полезные советы, поддержку и помощь в улучшении своей работы.
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Глава 1

Реагирующие потоки в пористых средах

В данной главе рассмотрен двумерный перенос растворенного вещества в

масштабе пор с учетом поверхностных реакций, а именно, адсорбции и десорб-

ции. Реализована математическая модель для описания процессов адсорбции и

десорбции в масштабе пор при очистке жидкости. Вычислительная область со-

стоит из периодически расположенных включений, которые играют роль адсор-

бентов. Исследованы процессы массопереноса в масштабе пор, когда ламинар-

ное течение рассматривается в установившемся режиме. Гидродинамические

процессы описываются стационарными уравнениями Стокса для несжимаемой

жидкости. Для описания динамики примесей в потоке используются уравне-

ния конвекции-диффузии, а реакция моделируется как нелинейное граничное

условие третьего рода на границах включений. Рассматривается односторонняя

связь: поток жидкости влияет на перенос вещества, но нет обратного влияния

концентрации веществ на поток жидкости. Дискретизация по пространству вы-

полняется методом конечных элементов, а для дискретизации по времени ис-

пользуется схема Кранка-Николсон, которая имеет второй порядок точности.

Проводятся численные исследования прямой задачи массопереноса в пористых

средах: расчеты на серии сеток, расчеты на разных шагах по времени, при раз-

личных значениях параметров для изучения их влияния на реагирующий поток

через пористую среду [22, 127].

1.1 Математическая модель

Рассмотрим двумерный перенос через фильтрационную пластину раство-

ренного вещества в масштабе пор при процессах поверхностных реакций. Ко-

ордината вдоль пористой области (вертикальная) обозначена как 𝑥2, а коорди-

ната поперек пористой области (горизонтальная, совпадающая с направлением
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средней скорости) обозначена как 𝑥1. Схема рассматриваемой области Ω пред-

ставлена на Рис. 1.1. Геометрия пористой среды моделируется как периодиче-

ское расположение цилиндров. Область Ω𝑓 занимает жидкость, а область Ω𝑠

описывает тело адсорбентов. Поверхности адсорбентов, где происходит реак-

ция, обозначены Γ𝑠, а линии симметрии обозначены Γ𝑠𝑦𝑚. Предполагается, что

раствор вводится через входную границу Γ𝑖𝑛, а не прореагировавшая часть ве-

щества вытекает через границу выхода Γ𝑜𝑢𝑡. Поскольку рассматриваются только

поверхностные реакции, а именно, адсорбция и десорбция, раствор не всасыва-

ется адсорбентом. Поэтому, нет необходимости в дискредитации этих областей

и расчетная область будет состоять только из Ω𝑓 .

Ω𝑓 Ω𝑠 Γ𝑠Γ𝑖𝑛 Γ𝑠𝑦𝑚 Γ𝑜𝑢𝑡

𝑥1

𝑥2

Рисунок 1.1: Эскиз области в масштабе пор.

Гидродинамические процессы

Течение в порах часто медленное, поэтому оно описывается стационарными

уравнениями Стокса для несжимаемой жидкости:

∇𝑝− 𝜇∇2𝑢 = 0, (1.1)
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∇ · 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω𝑓 , (1.2)

где 𝑢(𝑥) и 𝑝(𝑥) — скорость жидкости и давление, соответственно, а 𝜇 являет-

ся динамической вязкостью, которая предполагается постоянной [11, 132]. При

моделировании потока в каталитических фильтрах жидкость тоже считается

несжимаемой, так как перепад давления на стенке фильтра составляет порядка

1% по отношению к абсолютному давлению в системе [34].

Обозначим через 𝑛 вектор внешней нормали к границе, через 𝜎 тензор

вязких напряжений, который выглядит следующим образом

𝜎 = 𝜇
(︀
∇𝑢 + (∇𝑢)𝑇

)︀
и сформулируем граничные условия на 𝜕Ω𝑓 . Скорость жидкости на входе �̄�

задается следующим образом:

𝑢 · 𝑛 = �̄�, 𝑢× 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑖𝑛. (1.3)

На выходе задано отсутствие нормальной и касательной силы:

𝑝− 𝜎𝑛 · 𝑛 = 0, 𝜎𝑛× 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑜𝑢𝑡. (1.4)

На стенках включений заданы стандартные условия твердых стенок:

𝑢 · 𝑛 = 0, 𝑢× 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑠. (1.5)

На границе симметрии расчетной области заданы условия симметрии:

𝑢 · 𝑛 = 0, 𝜎𝑛× 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑠𝑖𝑚. (1.6)

Перенос примеси

Концентрация растворенного вещества в жидкости обозначается как 𝑐(𝑥, 𝑡).

Нестационарный перенос растворенного вещества для гетерогенной реакции

описывается уравнением конвекции-диффузии:

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ ∇(𝑢𝑐) −𝐷∇2𝑐 = 0, 𝑥 ∈ Ω𝑓 , 𝑡 > 0, (1.7)
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где 𝐷 > 0 — коэффициент диффузии растворенного вещества, который счита-

ется скалярным и постоянным.

Предполагается, что концентрация растворенного вещества на входе 𝑐 > 0

известна:

𝑐(𝑥, 𝑡) = 𝑐, 𝑥 ∈ Γ𝑖𝑛. (1.8)

Нулевой диффузионный поток растворенного вещества на выходе и на внеш-

них границах области (только конвективный перенос) задается следующим об-

разом:

𝐷∇𝑐 · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑠𝑖𝑚 ∪ Γ𝑜𝑢𝑡. (1.9)

Сам конвективный поток через выход разрешен неявно приведенными выше

уравнениями. Поверхностные реакции, которые происходят на поверхности

включений Γ𝑠, удовлетворяют закону сохранения массы. В данном конкретном

случае это означает, что изменение адсорбированной поверхностной концен-

трации равно потоку от жидкости к поверхности. Массовый баланс на поверх-

ности описывается как

𝜕𝑚

𝜕𝑡
= −𝐷∇𝑐 · 𝑛, 𝑥 ∈ Γ𝑠, (1.10)

где 𝑚 — это поверхностная концентрация адсорбированного растворенного ве-

щества [133]. Используется смешанное кинетико-диффузионное описание ад-

сорбции:
𝜕𝑚

𝜕𝑡
= 𝑓(𝑐,𝑚). (1.11)

Для описания гетерогенной реакции выбор зависимости 𝑓 от 𝑐 и 𝑚 имеет реша-

ющее значение для моделирования динамики реакции на границе "твердое тело

– жидкость". Для описания этой динамики существует ряд различных изотерм

(различных функций 𝑓(𝑐,𝑚)), в зависимости от свойств растворенного веще-

ства, порядка реакции и типа интерфейса.

Простейшим из них является изотерма Генри, которая предполагает линей-

ную зависимость между приповерхностной концентрацией и поверхностной
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концентрацией адсорбированных частиц и принимает вид:

𝑓(𝑐,𝑚) = 𝑘𝑎𝑐− 𝑘𝑑𝑚, (1.12)

где 𝑘𝑎 ≥ 0 – скорость адсорбции, измеренная на единицу длины в единицу

времени, и 𝑘𝑑 ≥ 0 – скорость десорбции, измеренная в единицу времени. Изо-

терма адсорбции Ленгмюра представляет собой более сложную трехпарамет-

рическую модель:

𝑓(𝑐,𝑚) = 𝑘𝑎𝑐

(︂
1 − 𝑚

𝑚∞

)︂
− 𝑘𝑑𝑚, (1.13)

где 𝑚∞ > 0 – максимально возможная адсорбированная поверхностная кон-

центрация. По сравнению с изотермой Генри (1.12), изотерма Ленгмюра (1.13)

предсказывает снижение скорости адсорбции по мере увеличения адсорбиро-

ванной концентрации из-за уменьшения доступной адсорбционной поверхно-

сти.

Постановка начально–краевой задачи в дополнение к основным уравнени-

ям (1.1), (1.2), (1.7), граничным условиям (1.3)–(1.6), (1.8)–(1.11) и заданной

изотерме (1.12) или (1.13), требует задания начальных условий:

𝑐(𝑥, 0) = 𝑐0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝑓 , (1.14)

𝑚(𝑥, 0) = 𝑚0(𝑥), 𝑥 ∈ Γ𝑠. (1.15)

1.2 Обезразмеренные формы уравнений

Когда задача подобная описанной выше должна быть решена для ряда пара-

метров, неоспоримые преимущества дает работа с безразмерной формой урав-

нений. Для безразмерных переменных (скорость, давление, концентрация) ни-

же используются те же обозначения, что и для размерных. Высота расчетной

области Ω𝑓 , а именно 𝑙, используется для масштабирования пространственных

размеров, масштабирование скорости выполняется входной скоростью �̄�, а мас-

штабирование концентрации выполняется по входной концентрации 𝑐.
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Уравнения Стокса (1.3) и граничные условия для него в безразмерном фор-

мате записываются относительно безразмерной скорости и давления:

∇𝑝−∇2𝑢 = 0, (1.16)

∇ · 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω𝑓 , (1.17)

при выборе масштаба давления

𝑝 =
𝜇�̄�

𝑙
.

В безразмерном виде тензор вязких напряжений преобразуется в

𝜎 = ∇𝑢 + (∇𝑢)𝑇 .

Граничное условие (1.3) дает

𝑢 · 𝑛 = 1, 𝑢× 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑖𝑛, (1.18)

а граничное условие (1.4) принимает вид

𝑝− 𝜎𝑛 · 𝑛 = 0, 𝜎𝑛× 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑜𝑢𝑡. (1.19)

Граничные условия (1.5) и (1.6) остаются неизменными:

𝑢 · 𝑛 = 0, 𝑢× 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑠, (1.20)

𝑢 · 𝑛 = 0, 𝜎𝑛× 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑠𝑖𝑚. (1.21)

В безразмерной форме уравнение (1.7) принимает следующий вид:

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ ∇(𝑢𝑐) − 1

Pe
∇2𝑐 = 0, 𝑥 ∈ Ω𝑓 , 𝑡 > 0, (1.22)

где

Pe =
𝑙�̄�

𝐷

является числом Пекле.
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Далее граничное условие (1.8) преобразуется в

𝑐 = 1, 𝑥 ∈ Γ𝑖𝑛, (1.23)

а граничное условие (1.9) принимает вид

∇𝑐 · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑠𝑖𝑚 ∪ Γ𝑜𝑢𝑡. (1.24)

Безразмерный вид уравнения (1.10) дается выражением

𝜕𝑚

𝜕𝑡
= −∇𝑐 · 𝑛, 𝑥 ∈ Γ𝑠, (1.25)

где 𝑚 масштабируется следующим образом:

�̄� = 𝑙𝑐.

В безразмерном виде адсорбционные соотношения, в случае изотермы Генри

записываются следующим образом:

𝜕𝑚

𝜕𝑡
= Da𝑎𝑐− Da𝑑𝑚, 𝑥 ∈ Γ𝑠, (1.26)

где адсорбционные и десорбционные числа Дамколера выражаются как

Da𝑎 =
𝑘𝑎
�̄�
, Da𝑑 =

𝑘𝑑𝑙

�̄�
.

В случае, когда мы рассматриваем изотерму Ленгмюра, (1.11), (1.13), использу-

ется следующее безразмерное соотношение

𝜕𝑚

𝜕𝑡
= Da𝑎𝑐

(︁
1 − 𝑚

M

)︁
− Da𝑑𝑚, 𝑥 ∈ Γ𝑠, (1.27)

где безразмерный параметр M определяется выражением

M =
𝑚∞

𝑙𝑐
.
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1.3 Вариационная формулировка

Перед построением конечно-элементной аппроксимации все уравнения

необходимо привести к вариационному виду. Для этого определим стандартное

Гильбертово пространство скалярных функций 𝐿2(Ω) со скалярным произведе-

нием и нормой:

(𝑢, 𝑣) =

∫︁
Ω

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥, ‖𝑢‖ = (𝑢, 𝑢)1/2.

Определим соответствующее пространство векторных функций 𝐿2(Ω) =

(𝐿2(Ω))2. Далее определим пространства Соболева первого порядка 𝐻1(Ω) для

скалярных функций и 𝐻1(Ω) для векторных функций, необходимых для по-

строения вариационной формулировки нашей задачи.

Стационарное течение однофазной жидкости

В нашей работе рассматривается односторонняя связь. Поток жидкости вли-

яет на перенос веществ, но нет обратного влияния концентрации веществ на

поток жидкости. Конечно-элементная аппроксимация стационарной задачи об-

текания [134] основана на вариационной формулировке рассматриваемой крае-

вой задачи (1.1)–(1.6). Следующее функциональное пространство 𝑉 определе-

но для скорости 𝑢 (𝑢 ∈ 𝑉 ):

𝑉 = {𝑢 ∈ 𝐻1(Ω) : 𝑢 · 𝑛 = 1, 𝑢× 𝑛 = 0 на Γ𝑖𝑛,

𝑢 = 0 на Γ𝑠, 𝑢 · 𝑛 = 0 на Γ𝑠𝑦𝑚}.

Тестовая функция 𝑣 ∈ 𝑉 , где

𝑉 = {𝑣 ∈ 𝐻1(Ω𝑓) : 𝑣 = 0 на Γ𝑖𝑛, 𝑣 = 0 на Γ𝑠, 𝑣 · 𝑛 = 0 на Γ𝑠𝑦𝑚}.

Для давления 𝑝 и соответствующей тестовой функции 𝑞 требуется, чтобы 𝑝, 𝑞 ∈

𝑄, где

𝑄 = {𝑞 ∈ 𝐿2(Ω𝑓) : 𝑞 = 0 на Γ𝑜𝑢𝑡}.
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Умножим уравнение (1.1) на 𝑣, уравнение (1.2) на 𝑞, и проинтегрируем

по вычислительной области. Беря во внимание граничные условия (1.3)–(1.6),

получается следующая система уравнений относительно 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑞 ∈ 𝑄:

𝑎(𝑢,𝑣) − 𝑏(𝑣, 𝑝) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉 , (1.28)

𝑏(𝑢, 𝑞) = 0 ∀𝑞 ∈ 𝑄. (1.29)

Для билинейных форм имеем

𝑎(𝑢,𝑣) :=

∫︁
Ω𝑓

∇𝑢 · ∇𝑣 𝑑𝑥,

𝑏(𝑣, 𝑞) :=

∫︁
Ω𝑓

(∇ · 𝑣)𝑞 𝑑𝑥.

Реагирующий перенос

Проблема нестационарного переноса раствора (1.22)–(1.27) решается чис-

ленно с использованием стандартных лагранжевых конечных элементов 𝑃1.

Определим

𝑆 = {𝑐 ∈ 𝐻1(Ω𝑓) : 𝑐 = 1 на Γ𝑖𝑛},

𝑆 = {𝑠 ∈ 𝐻1(Ω𝑓) : 𝑠 = 0 на Γ𝑖𝑛}.

Приближенное решение 𝑐 ∈ 𝑆 ищется из(︂
𝜕𝑐

𝜕𝑡
, 𝑠

)︂
+ 𝑑(𝑐, 𝑠) =

(︂
𝜕𝑚

𝜕𝑡
, 𝑠

)︂
𝑠

∀𝑠 ∈ 𝑆, (1.30)

где используются следующие обозначения

𝑑(𝑐, 𝑠) := −
∫︁
Ω𝑓

𝑐𝑢 · ∇𝑠 𝑑𝑥 +
1

Pe

∫︁
Ω𝑓

∇𝑐 · ∇𝑠 𝑑𝑥 +

∫︁
Γ𝑜𝑢𝑡

(𝑢 · 𝑛)𝑐𝑠 𝑑𝑥,

(𝜙, 𝑠)𝑠 := −
∫︁
Γ𝑠

𝜙𝑠 𝑑𝑥.

Для определения 𝑚 ∈ 𝐺 = 𝐿2(Γ𝑠) (смотрите (1.11)) мы используем(︂
𝜕𝑚

𝜕𝑡
, 𝑔

)︂
𝑠

− (𝑓(𝑐,𝑚), 𝑔)𝑠 = 0, 𝑔 ∈ 𝐺. (1.31)
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Дискретизация по времени основана на симметричной аппроксимации (схе-

ма Кранка – Николсон), которая имеет второй порядок точности (см., на-

пример, [85, 135]). Пусть 𝜏 — шаг равномерной сетки по времени такой, что

𝑐𝑛 = 𝑐(𝑡𝑛), 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏, 𝑛 = 0, 1, ....

Уравнение (1.30) аппроксимируется по времени следующим образом(︂
𝑐𝑛+1 − 𝑐𝑛

𝜏
, 𝑠

)︂
+ 𝑑

(︂
𝑐𝑛+1 + 𝑐𝑛

2
, 𝑠

)︂
=

(︂
𝑚𝑛+1 −𝑚𝑛

𝜏
, 𝑠

)︂
𝑠

.

Аналогично для (1.31) мы получим(︂
𝑚𝑛+1 −𝑚𝑛

𝜏
, 𝑔

)︂
𝑠

−
(︂
𝑓

(︂
𝑐𝑛+1 + 𝑐𝑛

2
,
𝑚𝑛+1 + 𝑚𝑛

2

)︂
, 𝑔

)︂
𝑠

= 0, 𝑛 = 0, 1, ....

В рассматриваемом нами случае ставятся однородные начальные условия

𝑐0 = 0, 𝑥 ∈ Ω𝑓 ,

𝑚0 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑠.

1.4 Геометрия и вычислительная сетка

Специально для решения такого класса задач, было разработано и заре-

гистрировано программное обеспечение для операционных систем Windows

и Linux под названием "Программа для ЭВМ: Synthetic porosity by spherical

particles". Программа предназначена для создания синтетических пористых

сред посредством добавления сферических частиц, имеет удобный пользова-

тельский интерфейс и генерирует вычислительную сетку для последующего

её использования в решении каких-либо задач методом конечных элементов.

Программа открывает пользователю широкие возможности для создания слож-

ных пористых сред: от периодически распределенных включений, до распре-

деленных случайным образом. Генерацию пористой среды можно проводить в

двумерном и трехмерном масштабе, область можно построить как перфориро-

ванную, так и неоднородную. Есть количественный контроль по включениям,

32



так и контроль по проценту пористости сгенерированной среды (см. Рис. 1.2,

1.3). Созданные с помощью программы вычислительные сетки могут использо-

ваться в математических моделях по моделированию течений, массопереноса,

реагирующих потоков, для прикладных задач на исследования таких явлений

как электрофорез, электроосмос, рост оксидных слоев. Мы перечислили только

малую часть задач, где требуется проводить моделирование с использованием

пористых сред. Программа способна генерировать вычислительную сетку лю-

бой кучности (см. Рис. 1.4, 1.5), потенциал ограничен только мощностью ком-

пьютера, на котором идет создание геометрии и вычислительной сетки. Также

реализован подсчет процента пористости прямо с геометрии сгенерированной

среды, что весьма удобно для контроля, так как не требуется запускать ресурсо-

затратный процесс генерации вычислительной сетки в лишний раз. Программа

разработана на языке программирования Python с использованием исходных

кодов программы Gmsh [78], которая распространяется с открытым исходным

кодом.
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Рисунок 1.2: Контроль по количеству включений (сгенерировано 150

включений).

Рисунок 1.3: Контроль по проценту пористости среды (сгенерировано 231

включение для достижения 55% пористости).
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Рисунок 1.4: Пример грубой сетки.

Рисунок 1.5: Пример мелкой сетки.
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Расчетная область Ω𝑓 представляет собой часть прямоугольника с безраз-

мерной высотой 𝑥2 = 1 и безразмерной длиной 𝑥1 = 17, 5, в который вложены

десять полуцилиндров. Расстояние между центрами цилиндров в направлении

𝑥1 составляет 1.5 безразмерных единицы, радиус цилиндров — 0.4 безразмер-

ных единиц. Триангуляция и подготовка геометрии была проведена с помощью

описанной ранее программы. Вычислительная сетка показана на Рис. 1.6.

Рисунок 1.6: Вычислительная сетка.

1.5 Численный анализ модели

Для конечно-элементной аппроксимации скорости, давления и соответству-

ющих тестовых функций выбраны следующие конечномерные подпростран-

ства 𝑉ℎ ⊂ 𝑉 , 𝑉ℎ ⊂ 𝑉 и 𝑄ℎ ⊂ 𝑄. Использовались элементы Тейлора-Худа

𝑃2 − 𝑃1 [136]. Это непрерывные элементы Лагранжа 𝑃2 для компонент скоро-

сти и непрерывные элементы 𝑃1 Лагранжа для поля давления. Программное

обеспечение подготовлено с использованием вычислительной платформы для

уравнений в частных производных FEniCS [76,137].

Расчетные составляющие скорости и давления показаны на Рис. 1.7. Схо-

димость решения относительно измельчения сетки иллюстрирует Рис. 1.8. Для

контроля точности результатов расчеты выполняются на последовательно уточ-

няемых сетках. Мы использовали три вычислительные сетки: базовую сетку с

18743 узлами и 35958 треугольниками, грубую сетку с 4760 узлами и 8754 тре-

угольниками и мелкую сетку с 72745 узлами и 142460 треугольниками. Рисунок

1.8 показывает компоненты скорости и давления на средней линии расчетной

области, вычисленные на мелкой сетке. Различия (𝛿𝑢1, 𝛿𝑢2, 𝛿𝑝) между решения-
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ми, вычисленными на мелкой сетке, и решениями, вычисленными на базовой и

крупной сетке, представлены для иллюстрации сходимости. Для удобства при

визуализации эти различия умножены на 100. Из результатов можно сделать

вывод, что базовая сетка обеспечивает хорошую точность численного решения.

Метод конечных элементов используется для пространственной дискрети-

зации вышеупомянутой задачи вместе с неявной дискретизацией по времени.

Изотерма адсорбции Генри (1.26) используется в расчетах, представленных ни-

же. Базовый набор параметров выглядит следующим образом:

Pe = 10, Da𝑎 = 0.005, Da𝑑 = 0.05.

Решается нестационарная задача на безразмерном интервале времени (0, 𝑇 ),

𝑇 = 40, с использованием временного шага 𝜏 = 0.1. Кривая прорыва (т.е. сред-

няя концентрация на выходе) используется для характеристики реагирующего

потока:

𝑐𝑜𝑢𝑡(𝑡) =

∫︀
Γ𝑜𝑢𝑡

𝑐(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥∫︀
Γ𝑜𝑢𝑡

𝑑𝑥
. (1.32)

Концентрации раствора в разные моменты времени показаны на Рис. 1.11.

Точность приближенного решения по шагу по времени иллюстрируется на

Рис. 1.12. Решение по средней линии расчетной области показано для случая

𝜏 = 0.05, а также увеличенные в 100 раз различия между этим решением и

решениями, полученными с помощью 𝜏 = 0.1 и 𝜏 = 0.2. Результаты показы-

вают, что хорошей точности можно добиться используя 𝜏 = 0.1. Дальнейшее

моделирование выполняется с использованием этого временного шага.

Исследование чувствительности проводится для того, чтобы увидеть, как

изменение различных параметров приводит к изменению кривой прорыва. Та-

кие исследования чувствительности часто являются первым этапом процедур

оптимизации или определения параметров. Зависимость средней выходной

концентрации от числа Пекле показана на Рис. 1.10a. Меньшее значение Pe

означает большую диффузию, что хорошо иллюстрируется разбросом выход-
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ной концентрации. Обращаем внимание, что сумма депонированной концен-

трации выражается в 1 − 𝑐𝑜𝑢𝑡(𝑡).

Скорость адсорбции характеризуется Da𝑎. Влияние этого параметра на кон-

центрацию на выходе показано на Рис. 1.10b. Увеличение Da𝑎, как и ожидалось,

приводит к более интенсивной адсорбции и большему количеству осаждаемо-

го вещества. Влияние параметра Da𝑑 на концентрацию на выходе показано на

Рис. 1.10c.

Изотерма Генри обычно хорошо описывает начальные стадии адсорбции.

В случаях, когда на поверхности может адсорбироваться только ограниченная

масса, следует использовать изотерму Ленгмюра, чтобы отразить спад скорости

адсорбции, близкий к насыщению. В этом случае появляется дополнительный

параметр, а именно M (см.(1.27)). Влияние M на среднюю выходную концен-

трацию показано на Рис. 1.10d.

Проведены также исследования для случая доминирующей реакции, к это-

му случаю мы вернемся чуть позже при исследовании эвристического метода

идентификации параметров. Для этого случая, наши параметры будут следую-

щими: Pe = 10,𝑀 = 1000,Da𝑎 = 100,Da𝑑 = 1. Шаг по времени 𝜏 = 15, сетка

будет иметь 4760 узлов.
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а)

б)

Рисунок 1.9: Концентрация на выходе: а) результаты на серии сеток,

б) результаты на разных шагах по времени.
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а) б)

в) г)

Рисунок 1.10: Концентрация на выходе: а) зависимость от Pe, б) зависимость

от Da𝑎, в) зависимость от Da𝑑, г) зависимость от M.
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а)

б)

Рисунок 1.13: Концентрация на выходе для случая доминирующей реакции: а)

результаты на серии сеток, б) результаты на разных шагах по времени.
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а) б)

в) г)

Рисунок 1.14: Концентрация на выходе для случая доминирующей реакции:

а) зависимость от Pe, б) зависимость от Da𝑎, в) зависимость от Da𝑑,

г) зависимость от M.
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1.6 Выводы

Двумерная математическая модель прямой задачи включает стационарные

уравнения Стокса и уравнение конвекции-диффузии, дополненное граничным

условием третьего рода, учитывающим процессы адсорбции и десорбции. Рас-

смотрены изотермы Генри и Ленгмюра, которые описывают кинетику реак-

ции. Прямая задача рассмотрена на идеализированной геометрии масштаба

пор, описываемая периодическим расположением полуцилиндрических пре-

пятствий. Указаны основные безразмерные параметры. Подход применим для

широкого диапазона микрогеометрий и параметров реагирующего массопере-

носа. Массоперенос моделируется для заданного поля скоростей (односторон-

няя связь). Численное решение основано на МКЭ с лагранжевыми элементами.

При дискретизации по времени используется схема Кранка-Николсон. Прове-

дены исследования влияния дискретизаций по времени и по пространству. Ис-

следования чувствительности проводятся для изучения влияния различных па-

раметров на реагирующий поток через пористую среду.
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Глава 2

Детерминированные и стохастические методы

идентификации параметров адсорбции и десорбции

В этой главе рассмотрена обратная задача определения неизвестной ско-

рости адсорбции и десорбции (так называемая задача идентификации пара-

метров), используя информацию о динамике средней выходной концентрации.

Решение обратной задачи состоит в минимизации функционала невязки между

измеренными и вычисленными данными. Отправной точкой является отслежи-

вание невязки для двух параметров в изотерме Генри. Рассмотрен детерминиро-

ванный подход, когда пространство параметров дискретизируется равномерной

сеткой и для каждой пары параметров вычисляется значение невязки. Способ

является простейшим, но в то же время является весьма дорогостоящим под-

ходом. Рассмотрен стохастический подход в виде чистого случайного поиска и

статистический подход с использованием выборки квазислучайных последова-

тельностей Соболя из пространства искомых параметров. Проведена процедура

Монте-Карло для исследования неопределенностей исходящих из стохастики

в шуме. В рассматриваемом нами классе задач важно определять не отдель-

ные параметры, а определить именно допустимую область параметров. Это

особенно актуально в случае зашумленных экспериментальных данных. Для

всех рассматриваемых подходов исследовано влияние шума в эксперименталь-

ных данных на процедуру идентификации допустимых наборов параметров,

где допустимый набор параметров определяется через установленный порог.

Сам порог определяется с помощью априорной оценки функционала невязки

с учетом дисперсии равномерно распределенной случайной величины шума

в экспериментальных данных. Определение допустимого набора параметров

удовлетворяет целям промышленности, где необходимо определять параметры
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с точностью порядка шума [22, 128].

2.1 Детерминированный подход

Рассмотрим задачу идентификации скоростей адсорбции (Da𝑎) и десорб-

ции (Da𝑑) на изотерме Генри используя данные результатов измерений ̃︀𝑐𝑜𝑢𝑡(𝑡).
Функционал невязки определяется выражением:

𝐽(Da𝑎,Da𝑑) =

∫︁ 𝑇

0

(𝑐𝑜𝑢𝑡(𝑡) − ̃︀𝑐(𝑡))2𝑑𝑡, (2.1)

где 𝑐𝑜𝑢𝑡(𝑡) задан (1.32) после решения уравнений Стокса (1.16)–(1.21) вместе

с соответствующими граничными условиями и после решения (1.22)–(1.25).

Мы используем синтетический подход для имитации данных измерений. На

предварительном этапе решается прямая задача для выбранных фиксирован-

ных значений (̃︁Da𝑎, ̃︁Da𝑑), которые мы будем называть точным решением про-

цедуры идентификации, или точными параметрами. Такими параметрами были

выбраны (0.005, 0.05). Вычисленный 𝑐𝑜𝑢𝑡(𝑡) используется в качестве данных из-

мерений в случае отсутствия шума, т.е. в этом случае ̃︀𝑐(𝑡) = 𝑐𝑜𝑢𝑡(𝑡).

Это относительно простая задача идентификации параметров, т.к необходи-

мо идентифицировать только два параметра. С учетом того, что прямая задача

может быть быстро и эффективно решена численно, здесь будет рассмотрена

простая стратегия идентификации параметров. Рассмотрим начальный допу-

стимый набор 𝐺 установленный как

0 ≤ Da𝑎 ≤ 0.01, 0 ≤ Da𝑑 ≤ 0.1.

Расчеты проводятся на равномерной сетке для параметров Da𝑎, Da𝑑 с 50 × 50

узлами: прямая задача решается для каждой пары параметров из этой сетки.

Здесь и ниже изолинии визуализируются с помощью библиотеки matplotlib

[138]. Изолинии функционала строятся с шагом 0.02. В этом случае мини-

мум функционала равен нулю, min 𝐽(Da𝑎,Da𝑑) = 0, и это достигается в точке
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(0.005, 0.05). Напомним, что эта точка использовалась для имитации путем вы-

числений данных измерений. В данном конкретном случае эта точка принадле-

жит сетке параметров, на которой мы ищем решение. Визуализация функцио-

нала невязки показана на Рис. 2.1.

Рисунок 2.1: Функционал невязки при точных данных (𝛿 = 0).
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Рисунок 2.2: Функционал невязки при 𝛿 = 0.01.

Рисунок 2.3: Функционал невязки при 𝛿 = 0.05.
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2.2 Влияние шума в экспериментальных данных

В действительности данные измерений часто зашумлены, поэтому важно

понимать, как шум влияет на идентификацию параметров. Предположим, что

измерения проводятся на каждом временном шаге. Вместо (1.32), давайте рас-

смотрим зашумленное измерение:

̃︀𝑐(𝑡𝑛) = 𝑐𝑜𝑢𝑡(𝑡
𝑛; ̃︁Da𝑎, ̃︁Da𝑑) + 𝛿𝜎(𝑡𝑛), 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁, 𝑁𝜏 = 𝑇.

Здесь параметр 𝛿 определяет амплитуду шума, а 𝜎(𝑡𝑛) — случайная величина,

равномерно распределенная на интервале [−1, 1].

В случае зашумленных данных измерений, вместо попытки идентифициро-

вать одну точку в пространстве параметров (что является наиболее часто рас-

сматриваемым случаем в задачах идентификации параметров) следует иденти-

фицировать набор в пространстве параметров, для которого значение невязки

функционала ниже установленного порога. Учитывая дисперсию равномерно

распределенной случайной величины 𝜎, определим множество допустимых па-

раметров следующим неравенством:

𝐽(Da𝑎,Da𝑑) ≤ 𝛾𝛿2
𝑇

3
, (2.2)

где 𝛾 > 1 числовой параметр.

В приведенной выше априорной оценке определение допустимого множе-

ства явно зависит от временного интервала, в течение которого производятся

измерения. Очевидно, что может быть разумным игнорировать данные изме-

рений до прорыва, а также игнорировать данные измерений после достижения

равновесия. Вопрос о минимально необходимой информации для процедуры

идентификации и с каким интервалом времени целесообразно работать, здесь

обсуждатся не будет. Мы будем рассматривать относительно большой времен-

ной интервал измерений (см. Рис. 2.4).
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Одна реализация зашумленных данных для средней концентрации на выхо-

де показана на Рис. 2.4a для случая 𝛿 = 0.01. Квадратный корень из остаточного

функционала для этого случая отображается цветом на Рис. 2.2, также нанесе-

ны некоторые изолинии. В этом случае из-за шума минимум функционала не

равен нулю, он равен 0.0361. Точка минимума функционала отмечена значком

×, точные параметры отмечены ⋆ на самом рисунке. Первая построенная изо-

линия для функционала невязки 𝐽 , вычисляется из (2.2) для 𝛾 = 1.02625.

Аналогичные результаты для значительно более высокой амплитуды шума,

(𝛿 = 0.05, Рис. 2.4b) показаны на Рис. 2.3. В этом случае минимум функционала

равен 0.1840. Первая построенная изолиния для невязки 𝐽 также рассчитывает-

ся с 𝛾 = 1.02625. Мы видим, что минимум функционала в этом случае достига-

ется в точке, которая относительно далека от точного значения, что указывает

на то, что одного измерения может быть недостаточно для точной идентифика-

ции параметров в случае очень зашумленных данных.
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а)

б)

Рисунок 2.4: Средняя концентрация на выходе: а) 𝛿 = 0.01, б) 𝛿 = 0.05.

55



2.3 Стохастическая идентификация параметров

Задача определения параметров адсорбции в этом случае формулируется

следующим образом. Найти результирующее (окончательное) допустимое мно-

жество Da𝑎,Da𝑑, удовлетворяющее (2.2), из начального набора допустимых па-

раметров 𝐺. Эту проблему можно решить с помощью различных подходов ло-

кальной и в общем случае глобальной оптимизации [102,103].

Напомним, что стандартный подход к решению задач идентификации па-

раметров для уравнений в частных производных [85, 139] не нацелен на опре-

деление допустимого набора параметров, вместо этого он нацелен на опре-

деление конкретной точки в пространстве параметров. Обычно в составе та-

ких подходов используются градиентные методы. Оценка допустимого набора

параметров для таких детерминированных подходов может быть основана на

итеративной минимизации функционала невязки, начиная с разных начальных

значений. Такой подход называется мультистарт методом.

В качестве альтернативы мы рассматриваем здесь стохастические методы и

их варианты, основанные на детерминированной выборке точек. Стохастиче-

ский подход к глобальной оптимизации в простейшем виде состоит только из

случайного поиска и называется чистым случайным поиском [104]. В этом слу-

чае функционал невязки оценивается в случайно выбранных точках, принадле-

жащих допустимому (начальному) набору параметров. Такой стохастический

подход более эффективен, чем вычисление функции невязки на равномерной

сетке в допустимом множестве (см. Рис. 2.5).

56



a)

b)

Рисунок 2.5: Функционал невязки : a) шум с амплитудой 𝛿 = 0.01, b) шум с

амплитудой 𝛿 = 0.05.
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Рассмотрим случай, когда начальное допустимое множество 𝐺 определяет-

ся простым способом:

0 ≤ Da𝑎 ≤ Da𝑎, 0 ≤ Da𝑑 ≤ Da𝑑.

Для генерации равномерно распределенных точек 𝐷 из 𝐺 используются

последовательности Соболя [105, 106]. Программная реализация основана на

библиотеке анализа чувствительности SALib [140]. Такой подход широко ис-

пользуется в прикладных задачах многопараметрической идентификации (см.,

например, [107]). Результат статистической идентификации для 𝑁 = 150 точек

показаны на Рис. 2.6а. Аналогичные результаты для 𝑁 = 600 точек показаны на

Рис. 2.6б. В обоих случаях мы строим точки из случайного набора, для которых

значение невязки удовлетворяет (2.2) с 𝛾 = 1.02625.

Видно, что для небольшого количества точек выборки трудно восстановить

разумный окончательный допустимый набор, потому что только несколько то-

чек удовлетворяют (2.2). Для большей амплитуды шума доступно больше точек

из-за сглаживания функционала, но в то же время точность в этом случае хуже.
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а)

б)

Рисунок 2.6: Детерминированная выборка точек, график точек, для которых

выполняется неравенство (2.2) (𝛿 = 0.01 — красный, 0.03 — зеленый, 0.05 —

синий): а) 𝑁 = 150, б) 𝑁 = 600.

59



2.4 Многоступенчатая идентификация параметров

В рассматриваемом здесь случае, когда нужно идентифицировать только два

параметра и мы имеем дело с выпуклым функционалом, можно рассматривать

многоступенчатую идентификацию параметра. Вместо увеличения количества

выборок можно рассмотреть многоступенчатый метод, который подразумевает

последовательное сокращение начального допустимого набора. Например, (см.

Рис. 2.1) результаты полученные для 𝑁 = 150 выборки исходного начального

допустимого набора 𝐺

0 ≤ Da𝑎 ≤ 0.01, 0 ≤ Da𝑑 ≤ 0.1,

могут быть использованы для оценки нового возможного набора. Этот набор

может стать стартовым для второго этапа процедуры идентификации, напри-

мер:

0.002 ≤ Da𝑎 ≤ 0.009, 0.03 ≤ Da𝑑 ≤ 0.07.

Моделирование в уменьшенной области на втором этапе процедуры идентифи-

кации дает хорошую точность определения окончательного допустимого набо-

ра, см. Рис. 2.7.

Дополнительной особенностью рассматриваемой здесь задачи является то,

что разные параметры адсорбции по-разному влияют на раствор в разные про-

межутки времени. Например, результаты на Рис. 1.10 показывают, что дина-

мика концентрации вытекающего потока различается на подинтервалах слева

и справа от 𝑇 = 15. Эта особенность делает разумным рассмотрение функци-

онала невязки (2.1) на меньшем временном интервале, а именно до 𝑇 = 15.

На Рис. 2.8 показано допустимое множество, рассчитанное при разной ампли-

туде шума в этом случае. Сравнение с моделированием, выполненным (0, 𝑇 )

для 𝑇 = 40 (см. Рис. 2.6a), показывает, что с относительно небольшим коли-

чеством выборок мы идентифицировали один из двух параметров (Da𝑎 в дан-
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Рисунок 2.7: Сжатая область допустимых параметров для 𝑁 = 150: 𝛿 = 0.01 —

красного, 𝛿 = 0.03 — зеленого, 𝛿 = 0.05 — синего.

ном случае) с приемлемой точностью. Мы можем использовать это как отправ-

ную точку для следующего этапа, учитывая меньший набор 𝐺, (для которого

0.03 ≤ Da𝑑 ≤ 0.06).
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Рисунок 2.8: Сжатая область допустимых параметров для 𝑁 = 150: 𝛿 = 0.01 —

красного, 𝛿 = 0.03 — зеленого, 𝛿 = 0.05 — синего.

2.5 Метод Монте-Карло

Чтобы исследовать роль стохастичности в шуме, моделирование с десятью

различными реализациями шума выполняется для каждого из уровней шума

𝛿 = 0.01 и 𝛿 = 0.05. Приведенные допустимые множества показаны на Рис. 2.9

и Рис. 2.10. Для лучшей наглядности, для каждой реализации нанесено по од-

ной изолинии, и была выбрана относительно большое значение 𝛾 = 1.21 для

изолиний, во избежание выделений локальных экстремумов, которые могут

появиться из-за сильно зашумленных данных. Точки, в которых достигаются

минимумы функционала, близки к точной точке при 𝛿 = 0.01 и поэтому не

отображаются. При 𝛿 = 0.05 они обозначены на рисунке знаком ×. Область

перекрытия сокращается, указывая на то, что точность идентификации пара-

метра может быть улучшена путем выполнения ряда имитаций для различных

реализаций шума. Следует отметить, что в [141] авторы исследовали роль за-
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шумленных данных в связи с другой проблемой идентификации параметров.

Они доказали, что при определенных условиях шума (которые выполняются

также в нашем случае) в рамках процедуры Монте-Карло (работа с достаточно

большим набором данных измерений) могут быть идентифицированы точные

параметры. Однако в случае большой дисперсии может потребоваться очень

большое количество измерений. Такой подход важен в том случае, когда пара-

метры необходимо идентифицировать с высокой точностью. Однако во многих

промышленных задачах целью является определение параметров с точностью

порядка шума.

Следует отметить, что не допускается, что вычисленные окончательные до-

пустимые множества для двух различных реализаций шума будут перекрывать-

ся. Если это будет иметь место с некоторыми из вычисленных окончательных

допустимых множеств, необходимо выбрать подмножество перекрывающихся

допустимых множеств, чтобы выбрать сокращенную область.

Рисунок 2.9: Допустимый набор параметров адсорбции для десяти реализаций

по амплитуде шума 𝛿 = 0.01.
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Рисунок 2.10: Допустимый набор параметров адсорбции для десяти

реализаций по амплитуде шума 𝛿 = 0.05.

2.6 Выводы

Детерминированные и стохастические, одноступенчатые и многоступенча-

тые алгоритмы для идентификации неизвестных скоростей адсорбции и де-

сорбции на изотерме Генри представлены в сочетании с моделированием ре-

акционного потока в масштабе пор. Кривые проскока играют роль дополни-

тельных данных, необходимые для решения задачи идентификации параметров.

Учитываются точные и зашумленные данные. В последнем случае обсуждает-

ся их влияние на процедуру идентификации. Следует отметить, что в реальной

задаче невозможно идентифицировать единичные значения параметров поис-

ка, вместо этого идентифицируются допустимые наборы параметров. Показана

роль стохастичности в шуме, путем проведения процедуры Монте-Карло на 10

разных реализациях шума. В конце процедуры можно прийти к естесственному

выводу, что чем больше экспериментальных данных, тем меньше будет область

допустимых значений.
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Глава 3

Байесовский подход в идентификации параметров

адсорбции и десорбции

В этой главе рассмотрен Байесовский подход в оценке параметров адсорб-

ции и десорбции с количественной оценкой неопределенности. Выборка апо-

стериорного распределения получена методом Монте-Карло на цепи Марко-

ва. Реализованы два алгоритма для построения выборки: Метрополис-Гастингс

(Metropolis-Hastings, MH) и Адаптивный Метрополис (Adaptive Metropolis,

AM). Рассмотрено влияние шума с разной дисперсией на процедуру идентифи-

кации. Проведены сравнения между двумя алгоритмами через функцию авто-

корреляции. Область допустимых значений определяется через доверительный

интервал для обоих алгоритмов. Исследовано влияние количества эксперимен-

тальных данных для уточнения области допустимых значений. Выполнен ана-

лиз выборки с использованием автокорреляционной функции, также проведен

анализ скорости приема алгоритма для оценки смешения цепи Маркова. Уста-

новлено, что выборка MCMC (Markov chain Monte-Carlo) достаточно хороша

для определения допустимого набора параметров через доверительный интер-

вал для обоих алгоритмов, однако, предпочтительнее Адаптивный Метрополис,

поскольку в нем нет необходимости в "настройках"алгоритма [129].

3.1 Байесовский подход

Для обратной задачи мы попытаемся определить скорости адсорбции и де-

сорбции на основе синтетических экспериментальных измерений 𝑑, которые

определяются как:

𝑑 = 𝑓(𝜃) + 𝜀, (3.1)
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где 𝑓(𝜃) — кривая прорыва (1.32) из прямой задачи описанной в предыдущем

разделе с заданным вектором параметров 𝜃 = {Da𝑎,Da𝑑}, 𝜀 — аддитивный

шум имеющий гауссово распределение 𝒩 (0, 𝜎2) с нулевым средним и диспер-

сией 𝜎2. Этот вид шума также известен как «белый шум» [142]. Синтетические

экспериментальные измерения с разной дисперсией шума можно видеть на ри-

сунках 3.1б и 3.1в.

а) б) в)

Рисунок 3.1: Кривые прорыва синтетических экспериментальных измерений:

а) без шума, б) со случайным шумом с дисперсией 𝜎2 = 0.01, в) со случайным

шумом с дисперсией 𝜎2 = 0.05.

Байесовская формулировка ставит задачу оценки параметров как задачу ста-

тистического вывода по пространству параметров. Решением полученной бай-

есовской обратной задачи является апостериорная функция плотности вероят-

ности (Posterior Density Function, PDF) [93, 108, 109, 143]. Теорема Байеса явно

устанавливает апостериорную PDF как

𝜌(𝜃|𝑑) ∝ 𝜌(𝑑|𝜃)𝜌(𝜃), (3.2)

где 𝜌(𝑑|𝜃) — функция правдоподобия, 𝜌(𝜃) — априорные знания о параметрах.

Если предполагается, что дисперсия шума известна и шум 𝜀 не зависит от

𝜃, то функция правдоподобия принимает простую мультигауссовскую форму

𝜌(𝑑|𝜃) =
1

(2𝜋𝜎2)𝑁/2

𝑁∏︁
𝑖=1

exp

(︂
− 1

2𝜎2
‖ 𝑑𝑖 − 𝑓(𝜃) ‖2

)︂
, (3.3)

где N — количество измерений.
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Хотя бы некоторая информация об идентифицируемых параметрах долж-

на быть известна заранее. Например положительность или диапазон на основе

рассматриваемой физической задачи и т. д. Для ситуации с очень ограниченной

информацией лучше всего выбрать равномерное априорное распределение. Он

означает, что любой параметр в диапазоне [0, 0.01] для Da𝑎 и [0, 0.1] для Da𝑑

с одинаковой вероятностью будет искомым параметром. В некоторой литерату-

ре это априорное распределение называется неинформативным априорным или

плоским априорным распределением, то есть 𝜌(𝜃) ∝ 1 в интересующей обла-

сти. В этом случае наша апостериорная оценка будет пропорциональна нашему

распределению функции правдоподобия.

𝜌(𝜃|𝑑) ∝ 𝜌(𝑑|𝜃). (3.4)

3.2 Метод Монте-Карло на цепях Маркова

Метод Монте-Карло на цепи Маркова (Markov chain Monte-Carlo, MCMC)

— это метод выборки с помощью компьютера [144, 145]. Он позволяет оха-

рактеризовать распределение не зная всех математических свойств распределе-

ния, путем случайной выборки значений из этого распределения. Особая сила

MCMC заключается в том, что его можно использовать для извлечения вы-

борок из распределений, даже если все что известно о распределении это то,

как рассчитать плотность для различных выборок. Название MCMC сочетает в

себе два свойства: Монте-Карло и цепь Маркова. Монте-Карло — это прак-

тика оценки свойств распределения путем изучения случайных выборок из

распределения. Например, вместо нахождения среднего значения нормально-

го распределения путем прямого вычисления его из уравнений распределения,

подход Монте-Карло заключался бы в том, чтобы извлечь большое количество

случайных выборок из нормального распределения и вычислить их среднее

значение. Преимущество подхода Монте-Карло очевидно: вычисление среднего
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значения большой выборки чисел может быть намного проще, чем вычисление

среднего значения непосредственно из уравнений нормального распределения.

Это преимущество наиболее ярко проявляется, когда проще провести случай-

ную выборку и когда с уравнениями распределения трудно работать другими

способами. Свойство цепи Маркова MCMC заключается в том, что случайные

выборки генерируются с помощью специального последовательного процесса.

Каждая случайная выборка используется как ступенька для генерации следую-

щей случайной выборки (отсюда и цепочка). Особое свойство цепочки состоит

в том, что каждая новая выборка зависит от предыдущей, но новые выборки

не зависят ни от каких выборок перед предыдущей (это свойство «Маркова»).

MCMC особенно полезен при байесовском выводе из-за акцента на апостери-

орных распределениях, с которыми часто трудно работать с помощью аналити-

ческого исследования. В этих случаях MCMC позволяет пользователю аппрок-

симировать аспекты апостериорных распределений, которые нельзя вычислить

напрямую (например, случайные выборки из апостериорных распределений,

апостериорных средних и т.д.) [114].

3.3 Алгоритм Метрополиса-Гастингса

Наиболее популярным методом MCMC вероятно является алгоритм

Метрополиса-Гастинга (Metropolis-Hastings, MH). MH позволяет нам получать

выборки из любого распределения вероятностей, 𝜌(𝜃), при условии, что мы

можем вычислить по крайней мере значение пропорциональное ему. То есть,

игнорируя нормализующий коэффициент. Это очень полезно, потому что во

многих задачах сложнее всего вычислить нормализующий коэффициент, осо-

бенно в больших измерениях.

Алгоритм MH следующий:

1. Выберите начальное значение для параметра, 𝜃𝑖. Это можно сделать слу-

чайным образом или сделав обоснованное предположение.
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2. Выберите новое значение параметра, 𝜃𝑖+1, путем выборки из простого

для выборки распределения, такого как распределение по Гауссу или рав-

номерное распределение, 𝑞(𝜃𝑖+1|𝜃𝑖). Мы можем думать об этом шаге как

о каком-то возмущении состояния 𝜃𝑖.

3. Вычислите вероятность принятия нового значения параметра, используя

критерий Метрополиса-Гастингса:

𝜌𝑎(𝜃𝑖+1|𝜃𝑖) = 𝑚𝑖𝑛

(︂
1,

𝜌(𝜃𝑖+1)𝑞(𝜃𝑖|𝜃𝑖+1)

𝜌(𝜃𝑖)𝑞(𝜃𝑖+1|𝜃𝑖)

)︂
. (3.5)

4. Если вероятность, вычисленная на шаге 3, больше, чем значение, взятое

из равномерного распределения на интервале [0, 1], мы принимаем новое

состояние; в противном случае мы остаемся в старом состоянии.

5. Мы повторяем с шага 2, пока у нас не будет достаточно образцов.

3.4 Алгоритм адаптивного Метрополиса

Узким местом в расчетах MCMC часто является поиск предложения, ко-

торое соответствует целевому распределению, чтобы выборка была эффектив-

ной. Это может привести к длительной настройке предложения методом проб

и ошибок, что в случае дорогостоящих вычислений может обойтись слишком

дорого. Были разработаны различные адаптивные методы для улучшения пред-

ложения во время выполнения [146]. Один относительно простой способ — вы-

числить ковариационную матрицу цепочки и использовать ее в качестве пред-

ложения. Этот метод называется алгоритмом Адаптивного Метрополиса [147].

В AM новая точка зависит не только от предыдущей точки, но и от более ран-

ней истории цепи. Таким образом, алгоритм больше не является марковским.

Адаптивный Метрополис — это алгоритм случайного блуждания, который

использует гауссовское предложение с ковариацией, зависящей от сгенериро-

ванной на данный момент цепочки,
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𝐶𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝐶0, 𝑛 ≤ 𝑛0,

𝑠𝑑 𝑐𝑜𝑣(𝜃1, ..., 𝜃𝑛) + 𝑠𝑑𝜀𝐼𝑑, 𝑛 > 𝑛0,
(3.6)

где 𝑠𝑑 — параметр зависящий только от размерности 𝑑 выборки пространства,

𝜀 > 0 — константа, которую мы можем выбрать очень маленькой, и 𝑛0 > 0

определяет продолжительность начального периода без адаптации.

Доказано, что эта форма адаптации эргодична [147]. Необходимо обратить

внимание на то, что такая же адаптация, но с фиксированной длиной истории

обновлений, не является эргодической. Выбор длины начальной неадаптивной

части моделирования, 𝑛0, является свободным. Адаптация не требуется на каж-

дом временном шаге, только через определенные интервалы. Эта форма адап-

тации улучшает свойства смешивания (цепи Маркова) алгоритма, особенно для

больших размерностей. В нашей работе мы выбираем 𝑛0 равным 30. Роль па-

раметра 𝜀 состоит в том, чтобы гарантировать что 𝐶𝑛 не станет сингулярным.

В большинстве практических случаев 𝜀 можно безопасно обнулить. Параметр

масштабирования обычно принимается равным 𝑠𝑑 = 2, 42/𝑑 [147].

Авторы работы [148] доказали замечательный результат: при 𝑑 → ∞ оп-

тимальный уровень приема составляет точно 0.234, а при одномерном случае

0.44. Это существенное уточнение общего принципа, согласно которому уро-

вень приема должен быть далек от 0 и далек от 1.

3.5 Результаты

Байесовская оценка с использованием выборки MCMC для идентифика-

ции скоростей адсорбции и десорбции выполняется в сочетании с реагиру-

ющим потоком, учитываемым в масштабе пор. Реагирующий перенос регули-

руется уравнениями Стокса несжимаемой жидкости в сочетании с уравнением

конвекции-диффузии для переноса частиц. Адсорбция и десорбция учитыва-

ются с помощью граничных условий третьего рода. Для описания условий ре-
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акции используется изотерма Генри. Для проведения процедуры идентифика-

ции предусмотрены синтетические экспериментальные измерения концентра-

ции на границе выхода области. Реализованы алгоритмы Метрополис-Гастингс

и Адаптивный Метрополис.

а) б)

в) г)

Рисунок 3.2: Выходы MCMC для MH, где были получены результаты для:

а) измерения с дисперсией шума 0.01, б) измерения с дисперсией шума 0.05,

в) десять различных измерений с отклонением шума 0.01, г) десять различных

измерений с отклонением шума 0.05.
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а) б)

в) г)

Рисунок 3.3: Выходы MCMC для AM, где результаты были получены для:

а) измерения с дисперсией шума 0.01, б) измерения с дисперсией шума 0.05,

в) десять различных измерений с отклонением шума 0.01, г) десять различных

измерений с отклонением шума 0.05.

Рисунки 3.2 и 3.3 ясно показывают, что более высокая амплитуда шума при-

водит к большей неопределенности, а большее количество данных наблюдений

приводит к более точной оценке параметров. Результаты MH представлены на

Рис. 3.2 а AM представлена на Рис. 3.3. Как мы видим, результаты довольно

схожи, и результаты AM получены без дорогой процедуры настройки предло-
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Da𝑚𝑒𝑎𝑛
𝑎 Da𝑚𝑒𝑎𝑛

𝑑 Da𝑚𝑎𝑥
𝑎 Da𝑚𝑎𝑥

𝑑 𝜀𝑚𝑒𝑎𝑛
𝑟𝑒𝑙 ,% 𝜀𝑚𝑎𝑥

𝑟𝑒𝑙 ,%

0.01 одно MH 0.005127 0.05177 0.00498 0.04911 0.109 0.056

0.01 одно AM 0.005187 0.05342 0.00497 0.04891 0.158 0.064

0.01 десять MH 0.005103 0.05054 0.00503 0.05046 0.138 0.025

0.01 десять AM 0.005057 0.05093 0.00502 0.05041 0.047 0.018

0.05 одно MH 0.005267 0.05520 0.00486 0.04634 0.233 0.177

0.05 одно AM 0.005332 0.05583 0.00485 0.04602 0.275 0.194

0.05 десять MH 0.005267 0.05369 0.00511 0.05076 0.228 0.134

0.05 десять AM 0.005241 0.05315 0.00511 0.05063 0.212 0.127

Таблица 3.1: Результаты оцененных параметров при точных значениях

Da𝑎 = 0.005 и Da𝑑 = 0.05.

жения методом проб и ошибок, как в алгоритме MH.

В таблице 3.1, Рис. 3.4 и Рис. 3.5 мы используем следующее правило для

описания: "𝜎2 𝑁 Alg" , где 𝜎2 — обозначает дисперсию шума, 𝑁 — количество

измерений прописью, а затем название алгоритма MCMC. Например, "0.01 де-

сять MH" означает дисперсию шума 0.01 для десяти измерений, отобранных с

помощью алгоритма Метрополиса-Гастингса.

Чтобы получить более количественную оценку качества выборки, мы смот-

рим на ее корреляционную структуру. Автокорреляция сигнала — это полез-

ный инструмент для анализа независимости реализаций. Расчет автокорреля-

ции состоит в следующем: по сгенерированной выборке {𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑀} размера

𝑀 = 15000, вычислить среднее,

�̄� =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗, (3.7)
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а) б)

в) г)

Рисунок 3.4: Функции автокорреляции первой строки для переменной Da𝑎, во

второй строке функции автокорреляции для переменной Da𝑑. Первый столбец

— алгоритм MH, второй столбец — алгоритм AM.

и запаздывающие автокорреляции центрированных компонент,

𝐴𝐶𝐹 (𝑥, 𝑘) =
1

‖𝑧‖2
𝑀−𝑘∑︁
𝑗=1

𝑧𝑗+𝑘𝑧𝑗, 𝑧𝑗 = (𝑥𝑗 − �̄�). (3.8)

Автокорреляции всех случаев для MH и AM, представлены на рисунках 3.4а и

3.4б соответственно. Как видим, AM показывает себя намного лучше. Для ал-

горитма AM авторреляция быстро падает, что говорит нам о том, что цепочка

хорошо перемешана. Алгоритм MH обычно имеет высокую автокорреляцию,

поскольку он имеет марковское свойство (каждая последующая выборка рису-

ется с использованием текущей выборки).

При настройке алгоритма MH мы смотрели на коэффициент приемлемости.

Скорость принятия зависит от проблемы, но обычно для одномерных задач ско-
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Рисунок 3.5: Показатель приемки за итерацию для всех случаев.

рость приема должна быть около 0.44 для одного параметра и около 0.234 для

более чем 5 параметров, как мы упоминали ранее. На Рис. 3.5 нанесена ско-

рость приема по итерациям для всех случаев, которые мы здесь рассматриваем.

Почти для всех случаев коэффициент приемлемости составляет около 0.4, за

исключением двух случаев: AM с одним измерением с дисперсией шума 0.05

и AM с десятью измерениями с дисперсией шума 0.01. В первом случае это

произошло из-за того, что целевой функционал, пропорциональный апостери-

орному распределению, очень велик и, следовательно, имеет большую степень

принятия. По этой же причине на Рис. 3.4a, случай с дисперсией шума 0.05

для одного измерения имеет небольшую автокорреляцию: алгоритм MH пред-

лагает большой шаг, поэтому выборки удаляются друг от друга и корреляция

между ними уменьшается. Во втором случае, наоборот, это произошло из-за

того, что целевой функционал, пропорциональный апостериорному распреде-

лению, имеет очень малые размеры и, следовательно, малую степень принятия.

Из апостериорной PDF мы можем вычислить байесовский доверительный

интервал, который является самым коротким интервалом, который содержит
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а) б)

в) г)

Рисунок 3.6: 95% доверительный интервал для: а) данные одного наблюдения

для разных дисперсий шума, б) десять данных наблюдений для различных

дисперсий шума, в) сравнение с шумом 𝜎2 = 0.01, г) сравнение с шумом

𝜎2 = 0.05.

95% вероятности. Это означает, что для данных наблюдений существует веро-

ятность 95% того, что истинное значение 𝜃 попадает в допустимый интервал.

На Рис. 3.6в и Рис. 3.6г мы видим, что MH и AM имеют лишь небольшие разли-

чия: AM немного меньше. На самом деле это совершенно нормально, так как не

может быть лучше или хуже хорошо настроенного алгоритма MH. Мы можем

также видеть на этих рисунках, насколько доверительые интервалы уменьша-

ются с добавлением наблюдений. Полученные результаты даже для дисперсии

шума 0.05 сравнимы с работой, которую мы проделали ранее во второй главе

( смотрите также [22, 128]) с помощью детерминированного и стохастического

подходов с использованием последовательностей Соболя. Символ F на этих
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рисунках показывает точные параметры, а символ ∙ — средние значения.

Из результатов моделирования в Таблице 3.1 мы видим, что оценочные

средние и максимальные значения PDF имеют относительную ошибку менее

1%, что является очень хорошим результатом. Последние два столбца таблицы

показывают ошибку в норме 𝐿2 и уже преобразованы в проценты.

3.6 Выводы

Мы рассмотрели определение скоростей поверхностных реакций, а имен-

но, параметров адсорбции и десорбции в переносе раствора в пористой среде

с использованием выборки MCMC в рамках байесовского подхода. Процедура

идентификации параметров осуществляется по измеренной концентрации рас-

твора на выходе из области. Реализованы алгоритмы Метрополиса-Гастингса

и Адаптивный Метрополис. Проведены сравнения между двумя алгоритма-

ми через функции автокорреляции. Доверительные интервалы были построены

на основе апостериорных распределений для обоих алгоритмов. Исследовано

влияние шума на измерения для байесовской процедуры оценки. Количество

экспериментальных данных было увеличено до десяти для обоих алгоритмов,

чтобы сузить доверительный интервал. Анализ выборки с использованием ав-

токорреляционной функции и скорости приема выполняется для оценки сме-

шения цепи Маркова. Установлено, что выборка MCMC достаточно хороша

для определения допустимого набора параметров через доверительный интер-

вал для обоих алгоритмов, однако, предпочтителен Адаптивный Метрополис,

поскольку в ней нет необходимости в "настройке" алгоритма.
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Глава 4

Эвристический подход для идентификации

параметров

В этой главе предложена модификация стандартного алгоритма пчелино-

го роя (Standard Bees Algorithm, SBA) [131], которая является поведенческим

методом. Поведенческие методы — это многоагентные методы, основанные на

моделировании интеллектуального поведения колоний агентов (интеллект роя).

Модификация предлагает более агрессивный поиск не только глобального экс-

тремума функционала невязки, но и локальных экстремумов. Тестовые запуски

на известных тестовых функциях явно демонстрируют это свойство. Проведено

статистическое сравнение предложенного алгоритма с двумя другими концеп-

туально различными пчелиными алгоритмами, а именно, со стандартным пче-

линым алгоритмом и искусственной пчелиной колонией на 100 независимых

прогонах тестовых функций. Предложенная модификация хорошо справляется

с определением области допустимых значений при условии умеренного количе-

ства экстремумов. Модифицированный алгоритм применен для минимизации

функционала невязки в случае доминирующей диффузии, когда функционал

выпуклый, и в случае доминирующей реакции, когда функционал имеет форму

узкой долины с крутыми берегами [130].

4.1 Алгоритмы пчелиной колонии

Всего различают два алгоритма, которые основаны на одной идее, но име-

ют разные механизмы работы. Каждый из этих алгоритмов имеет множе-

ство различных модификаций. Первым стоит упомянуть Алгоритм Пчел (Bees

Algorithm, BA), который был впервые описан Фамом и Ганбарзадехом и др.

в 2005 г. [149, 150] и далее модифицирован самим автором до полноценно-
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го универсального метаэвристического алгоритма с окончательным названием

Стандартный Алгоритм Пчел (Standard Bees Algorithm, SBA) [131, 151]. Он

имитирует поведение колоний медоносных пчел в поисках пищи. Подробнее

об эффективности и конкретных возможностях этого алгоритма можно узнать

в [152–154]. Второй, это Алгоритм Искусственной Пчелиной Колонии (Artificial

Bee Colony, ABC), который был представлен Карабогой в 2005 году [155]. Этот

алгоритм представляет собой метаэвристический алгоритм на основе роя. По-

дробнее о производительности и сходимости алгоритма можно посмотреть в

следующих работах [156,157]. Эти два алгоритма очень похожи с точки зрения

процессов локального и глобального поиска. Однако есть разница между обо-

ими алгоритмами в процессе поиска окрестности. ABC имеет вероятностный

подход на этапе соседства; однако SBA не использует вероятностный подход, а

вместо этого использует оценку пригодности для управления поиском. Преиму-

ществами этого семейства алгоритмов являются их применимость к невыпук-

лым функционалам, возможность обобщения на любую размерность и высокая

степень параллелизма.

Стандартный алгоритм пчелиной колонии

Алгоритм пчел является вдохновленным природой интеллектуальным ме-

тодом, который нашел применение в широком круге сложных задач оптимиза-

ции [158,159]. Основная идея лежащая в основе этого алгоритма состоит в том,

чтобы смоделировать поведение медоносных пчел при поиске пищи. В соответ-

ствии с этой моделью, агенты имитирующие пчел-разведчиков случайным об-

разом исследуют пространство решений в поисках областей высокой пригодно-

сти. Разведчики, которые нашли наиболее многообещающие решения, вербуют

посредством виляющего танца [160] других агентов (пчел-собирателей) для ло-

кального поиска. Локальный поиск ведется параллельно на разных площадках,

то есть в пределах окрестностей, сосредоточенных на отмеченных разведчика-
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ми решениях.

Помимо алгоритма, описанной в работе [149, 150], существует множество

различных вариантов алгоритма пчел. В недавнем обзоре [151] были выделены

три основные ветви алгоритма пчел, а именно базовый алгоритм пчел (Basic

Bees Algorithm, BBA), основанный на уменьшении алгоритм пчел (Shrinking-

based Bees Algorithm, ShBA) и стандартный алгоритм пчел (Standard Bees

Algorithm, SBA).

BBA относится к базовой форме алгоритма пчел, который упоминается в

нескольких статьях (смотри [152,161–163]) и выполняет параллельный локаль-

ный поиск с использованием фиксированных локальных областей (без суже-

ния). ShBA [150] включает процедуру сжатия локальной области. Эвристика

заключается в том, чтобы интенсифицировать усилия по эксплуатации по мере

продвижения локального поиска, фокусируя выборку на все более меньших об-

ластях пространства решений. Наконец, SBA, названный так в многочисленных

статьях (смотри, например [152, 164, 165]), включает в себя процедуры сжатия

локальной области и отказа от области. Эвристика отказа от локальной области

заключается в том, чтобы покинуть её, когда локальный поиск застопорился,

чтобы не попасть в ловушку локальных экстремумов функционала.

Алгоритм итеративно ищет лучшие решения для заданной задачи оптимиза-

ции. Алгоритм завершается, когда выполняется критерий остановки (например,

прошло заданное количество циклов оптимизации, найдено решение удовле-

творительного качества). Алгоритм состоит из следующих управляющих пара-

метров:

- количество пчел-разведчиков, используемых только для глобального по-

иска, 𝑛𝑠;

- количество локальных областей, на которых выполняется локальный по-

иск, 𝑛𝑏;

- количество привлеченных пчел-собирателей для каждого из 𝑛𝑏 участков,
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𝑛𝑟;

- количество циклов локального застоя до того, как участок будет забро-

шен, 𝑠𝑡𝑙𝑖𝑚;

- начальный размер 𝑛𝑏 локальных областей, 𝑛𝑔ℎ;

- параметр сжатия окрестности, 𝛼, где 0 < 𝛼 < 1.

Алгоритм представлен ниже в виде псевдо-кода в Алгоритме 1.

Алгоритм искусственной пчелиной колонии

Алгоритм искусственной пчелиной колонии (ABC) является полностью ис-

кусственным интеллектом и прекрасно себя показал на бенчмарк функциях

вплоть до 50-ой размерности. Как мы могли видеть в предыдущем разделе,

алгоритм SBA имел слишком много контрольных параметров сам по себе, что

могло усложнить работу неподготовленного исследователя, также могло по-

служить фактором повышения цены решения задачи из-за необходимости на-

стройки управляющих параметров для достижения хороших результатов. ABC

был предложен профессором Карабогой [156] в 2005 году, благодаря преиму-

ществам с точки зрения простой концепции, меньшего количества управляю-

щих параметров, простоты реализации и хороших эффектов оптимизации. Да-

лее в следующих работах профессор Карабога со своими соавторами сравнили

ABC с другими эволюционными алгоритмами и установили, что производи-

тельность ABC была выше или, по крайней мере, аналогична другим алго-

ритмам интеллектуальной оптимизации. В силу этого, алгоритм ABC широко

используется при решении различных задач оптимизации [166–169].

Алгоритм искусственной пчелиной колонии — это своего рода бионический

алгоритм, основанный на модели самоорганизации и интеллекта роя пчели-

ной колонии в природе. Пчелиная колония состоит из работающих пчел, пчел-

наблюдателей и пчел-разведчиков. Расположение источника пищи представля-

ет собой решение проблемы, а количество источников пищи равно количеству
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Алгоритм 1: Псевдокод стандартного алгоритма пчелиной колонии.
Инициализировать начальную популяцию пчел 𝑃 , которая создается решением 𝑛𝑠+ 𝑛𝑟 · 𝑛𝑏 точек в

области 𝑁 -мерного пространства поиска;

Каждое решение 𝑠𝑔 означает центр локальной области 𝑠, с начальными размерами 𝑠𝑒 = 𝑛𝑔ℎ * (𝑀 −𝑚),

где 𝑀 - верхний предел и 𝑚 - нижний предел интервала переменных;

Установить параметр стагнации 𝑠𝑡𝑡𝑙 = 𝑠𝑡𝑙𝑖𝑚 ;

while Условие остановы не выполнится do
Выбираются лучшие 𝑛𝑏 области с высшим количеством нектара, а остальные удаляются из

популяции;

for Для каждой 𝑛𝑏 области do

if 𝑠𝑡𝑡𝑙 = 0 then
Область оставляется, 𝑛𝑟 новых решений выбирается случайным образом из области

поиска;

Решение с высшим количеством нектара выбирается как новая локальная область 𝑠, с

начальными размерами 𝑠𝑒 = 𝑛𝑔ℎ * (𝑀 −𝑚) и 𝑠𝑡𝑡𝑙 = 𝑠𝑡𝑙𝑖𝑚 ;

end

if 𝑠𝑡𝑡𝑙 > 0 then
𝑛𝑟 решений случайным образом выбираются с равномерным распределением внутри

локальных областей и выбирается решение 𝜈 с самым большим значением, пока

остальные отбрасываются ;

if 𝐹 (𝜈) > 𝐹 (𝑠𝑔) then

𝜈 заменяет 𝑠𝑔 и становится центром для локальной области;

𝑠𝑡𝑡𝑙 = 𝑠𝑡𝑙𝑖𝑚, 𝑠𝑒 остается неизменным;

end

if 𝐹 (𝜈) ≤ 𝐹 (𝑠𝑔) then

локальный поиск в стагнации, поэтому область должна сузиться 𝑠𝑒 = 𝛼𝑠𝑒;

𝑠𝑡𝑡𝑙 = 𝑠𝑡𝑡𝑙 − 1;

end

end

𝑛𝑠 новых решений (пчелы разведчики) ищется в области поиска (глобальный поиск);

Они становятся центрами новых 𝑛𝑠 локальных областей, где каждый инициализирован с

𝑠𝑒 = 𝑛𝑔ℎ * (𝑀 −𝑚) и 𝑠𝑡𝑡𝑙 = 𝑠𝑡𝑙𝑖𝑚 ;

𝑛𝑏 разведчики маркируют центры областей развитых локальным поиском, а 𝑛𝑠 разведчики

глобальным поиском, тем самым создавая новую популяцию 𝑃 ;

end

end

занятых пчел (пчел-наблюдателей). Сначала пчелы ищут источник пищи. За-

тем каждая пчела-наблюдатель выбирает источник пищи на основе количества
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нектара, найденного пчелами. Источник пищи, имеющий более высокую при-

годность, будет иметь более высокую вероятность быть выбранным наблюдате-

лями, чем источник с худшей пригодностью. Позже каждая пчела-наблюдатель

ищет ближайший источник пищи вокруг выбранного источника и резервирует

лучший из них. Если не улучшить источник пищи в течение ограниченного

времени, связанная пчела превратится в пчелу-разведчика и случайным обра-

зом найдет новый источник пищи. Основное различие алгоритма ABC от SBA

это то, что при движении, пчелы опираются на вероятность, полученную через

(4.1). Движение происходит методом выбора рулетки, где найденные вероятно-
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сти играют роль веса.
Алгоритм 2: Алгоритм искусственной пчелиной колонии

Инициализация параметров: 𝐶𝑜𝑙𝑜𝑛𝑦𝑆𝑖𝑧𝑒(𝐶𝑆),𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚𝐶𝑦𝑐𝑙𝑒𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟(𝑀𝐶𝑁), 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡, 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑖);

Создать начальную популяцию с помощью равномерного распределения;

for 𝑐𝑛 = 1 : MCN do

for 𝑖 = 1 : CS do

Случайно выбрать 𝑗 из 1, 2, · · · , 𝐷;

Случайно выбрать 𝑘 из 1, 2, · · · , 𝐶𝑆, 𝑘 ̸= 𝑖;̂︀𝑋𝑖𝑗 = 𝑋𝑖,𝑗 + 𝜑𝑖𝑗(𝑋𝑖,𝑗 −𝑋𝑘,𝑗) 𝜑𝑖𝑗 ∈ [−1.0, 1.0]

if 𝑓( ̂︀𝑋𝑖) < 𝑓(𝑋𝑖) then

𝑋𝑖 = ̂︀𝑋𝑖 ;

𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑖) = 0;

end

else

𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑖) = 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑖) + 1;

end

end

𝑝𝑖 = 𝑓𝑖𝑡𝑖/
∑︀𝐶𝑆

𝑛=1 𝑓𝑖𝑡𝑛;

for 𝑡 = 1 : CS do

Случайно выбрать 𝑗 из 1, 2, · · · , 𝐷;

Методом рулетки выбрать 𝑖 из 1, 2, · · · , 𝐶𝑆 в соответствии с вероятностью 𝑝𝑖;

Случайно выбрать 𝑘 из 1, 2, · · · , 𝐶𝑆, 𝑘 ̸= 𝑖;̂︀𝑋𝑖𝑗 = 𝑋𝑖,𝑗 + 𝜑𝑖𝑗(𝑋𝑖,𝑗 −𝑋𝑘,𝑗) 𝜑𝑖𝑗 ∈ [−1.0, 1.0]

if 𝑓( ̂︀𝑋𝑖) < 𝑓(𝑋𝑖) then

𝑋𝑖 = ̂︀𝑋𝑖 ;

𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑖) = 0;

end

else

𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑖) = 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑖) + 1;

end

end

end

Обновить лучшее решение;

for 𝑖 = 1 : 𝐶𝑆 do

if 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙(𝑖) > 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 then

Заменить 𝑋𝑖 новым случайно выбранным местом;

trial(i) = 0;

end

end

Запомнить самое лучшее решение.
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Перечислим управляющие параметры алгоритма ABC: 𝐶𝑆 — размер коло-

нии, 𝐷 — размерность, 𝑀𝐶𝑁 — максимальное число итераций, параметр 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡

вычисляется как (0.5 · 𝐶𝑆 ·𝐷). Как мы можем видеть, для работы с этим алго-

ритмом, необходимо задать только три параметра, четвертый сам вычисляется

по формуле от двух заданных параметров. Параметр 𝜑 это равномерно распре-

деленное случайное число в диапазоне [−1, 1]. После того как качество нового

источника вычислено, значение 𝑓𝑖𝑡𝑖 вычисляется следующей формулой:

𝑓𝑖𝑡𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

1+𝑓𝑖
𝑓𝑖 ≥ 0

1 + 𝑎𝑏𝑠(𝑓𝑖) 𝑓𝑖 < 0
(4.1)

Алгоритм представлен в виде псевдо-кода в Алгоритме 2.

Модифицированный алгоритм пчелиной колонии

Нами разработана модификация пчелиного алгоритма (Modified Bee Colony,

MBC) с целью его адаптации к задачам идентификации параметров, связанных

с преобладанием реакции, что требует минимизации функционала (2.1). В этом

случае приходится решать невыпуклую оптимизационную задачу, а функцио-

нал имеет вид узкой долины с крутыми берегами. Кроме того, мы не ищем

точку глобального экстремума, мы ищем подмножество в пространстве пара-

метров, для которого функционал ниже заданного порога.

Опишем идею используемого здесь алгоритма MBC. Существуют пчелы-

разведчики 𝑠𝑏, которые проводят случайные поиски. После изучения местно-

сти, судя по количеству найденного нектара, местность делится на несколь-

ко локальных участков. Для разделения области поиска на локальные области

используется евклидово расстояние. Это делается с целью эффективного раз-

мещения локальных участков, чтобы на начальном этапе они не пересекались

друг с другом. Области ранжируются по количеству нектара, найденного в каж-

дой из них. Первые 𝑛 областей называются лучшими локациями, куда направ-

ляется больше пчел-агентов 𝑎𝑏𝑏 на единицу площади; остальные области из
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𝑚 называются перспективными локациями, и в каждую из них направляется

меньше пчел-агентов 𝑎𝑏𝑝. Локальные области центрируются в точках, которые

были определены пчелами-разведчиками, и области могут быть прямоугольны-

ми или круглыми по форме. Размеры локальных площадей следует выбирать

на основе обоснованного предположения в зависимости от диапазонов пара-

метров. Все пчелы, работающие в своих местах, могут обыскивать свою тер-

риторию, чтобы увеличить количество нектара. Если пчелы не могут улучшить

результат за определенное время 𝜏 , они сужают область поиска в 𝜉 раз. Ал-

горитм останавливается, если расстояние между найденными экстремумами в

локальных областях достигает заданного расстояния 𝜀1 или размер локальной

области становится меньше 𝜀2. Порог 𝜀2 зависит от задачи.

В целом, наша реализация алгоритма требует следующих параметров кон-

троля, а именно:

- Количество лучших локаций, 𝑛;

- Количество перспективных локаций, 𝑚;

- Длины сторон локальной области d = {𝑑1, 𝑑2, ..., 𝑑𝑖}, где 𝑖 обозначает

размерность задачи;

- Значение евклидова расстояния между двумя точками в пространстве па-

раметров, 𝛿;

- Количество пчел-разведчиков, 𝑠𝑏;

- Количество пчел-агентов в лучших локациях, 𝑎𝑏𝑏;

- Количество пчел-агентов на перспективных локациях, 𝑎𝑏𝑝;

- Максимальное количество итераций, разрешенных для одного местопо-

ложения 𝜏 перед сжатием;

- Критерии остановки 𝜀1 и 𝜀2 для контроля расстояния между лучшими

точками в одной локальной области для двух последовательных итераций

и для контроля размера локальной области соответственно.

Равномерное распределение используется для размещения пчел-
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разведчиков во всей области в начале, а также для размещения пчел в

каждой локальной области на каждой итерации по области. Форма локальных

подобластей прямоугольная. Более точное описание дано в Алгоритме 3.

Кратко обсудим особенности используемого здесь алгоритма MBC:

- Этот алгоритм демонстрирует грамотное деление на локальные области

через евклидово расстояние;

- Уменьшение площади происходит после 𝜏 неудачных попыток, а не после

каждой неудачи, что снижает вероятность пропуска локальных миниму-

мов;

- Агрессивное сжатие области для достижения более быстрой сходимости

и большей точности (адаптировано для рассматриваемого здесь класса

задач);

- При нахождении локального экстремума он сохраняется, и пчёлы из ло-

кальной области исчезают; в то же время поиски в других районах про-

должаются;

- Критерии остановки проверяются для каждой локации индивидуально.

Дадим еще несколько пояснений по каждому пункту. Семейство BA кон-

цептуально разработано для поиска только глобального экстремума, поэтому

после каждой итерации значения функционала сортируются глобально, и для

продолжения поиска выбираются несколько наиболее перспективных точек. В

нашей модификации сортировка и отбор производятся локально для каждой

локальной активной области, что позволяет находить локальные экстремумы.

В исходном алгоритме площадь уменьшается, если после текущей итерации

не наблюдается улучшения результатов. Вместо этого в нашей модификации

допускаются 𝜏 -итерации до того, как область уменьшится. Это позволяет уве-

личить плотность пчел, исследующих территорию. Такой вариант имеет пре-

имущества для функционалов, подобных рассмотренному здесь. Можно начать

с небольшого количества пчел на единицу площади и таким образом дешево

87



Алгоритм 3: Псевдокод модифицированного алгоритма пчелиной ко-

лонии.
Инициализировать пчел-разведчиков (𝑠𝑏);

Отсортируйте их по ценности нектара;

Через 𝛿 разделить на локальные области;

for Все области (𝑛+𝑚) do

Установить начальное лучшее значение для региона;

Установите 𝜉 равным нулю;

Установить локальную область поиска;

Инициализировать локальную область, где экстремум находится в центре;

while Пока не сойдется do

Iteration counter += 1;

Инициализировать пчел-агентов ;

Сортировать их по кормовой ценности;

if Найдено лучшее значение по сравнению со значением в центре then

Изменить значение экстремума на новое;

Выделите новую область поиска вокруг нового наилучшего значения;

Установите fail = 0 ;

else

fail += 1;

end

if fail == 𝜏 then

Установите fail = 0;

Установите 𝜉 += 2 ;

Уменьшить область локального поиска 𝜉 раз;

if 𝛿 между лучшими значениями из двух последовательных итераций ≤ 𝜀1 or сторона

области локального поиска ≤ 𝜀2 then

Break;

end

end

end

end

for Все области (𝑛+𝑚) do
Вывести координаты и значения найденных экстремумов

end

спуститься на самое дно долины. Близко ко дну долина относительно плоская,

поэтому плотность пчел приходится увеличивать. Это делается либо повтор-
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ным поиском в той же области, либо сжатием. В нашем случае исследуется

агрессивное сжатие локальной области, в отличие от наиболее известных алго-

ритмов пчелиного типа, с учетом формы рассматриваемого функционала. Каж-

дое измерение соответствующей локальной области уменьшается вдвое при

усадке. Это позволяет снизить вычислительные затраты и повысить точность.

SBA ввел понятие процедуры оставления локальной области: когда место за-

брошено, пчела становится разведчиком, и процесс поиска начинается в новом

месте. В нашей модификации отсутствует понятие отказа от локальной обла-

сти, поскольку помимо глобального экстремума ищутся локальные экстрему-

мы. В нашем подходе критерии остановки проверяются для каждой локальной

области, а не глобально.

Запуск на тестовых функциях

Представленный здесь алгоритм MBC был реализован на Python. Для оцен-

ки его производительности и сравнения с производительностью широко ис-

пользуемого алгоритма ABC [155] были проведены прогоны для поиска гло-

бальных и локальных минимумов известных тестовых функций. Несмотря на

то, что все приведенные ниже функции обобщены для многомерного случая,

а алгоритмы могут быть легко реализованы в многомерном случае, в данной

работе исследуется только двумерный случай, чтобы облегчить визуализацию

и сократить вычислительные временные затраты. Рассматриваются следующие

функции:

∙ Функция Шекеля (Shekel function). Это многомерная, мультимодальная,

непрерывная, детерминированная функция, обычно используемая в каче-

стве тестовой функции для тестирования методов оптимизации [170];

∙ Функция Розенброка (Rosenbrock function). Это невыпуклая функция, вве-

денная Говардом Х. Розенброком в 1960 году [171], которая используется

в качестве задачи проверки производительности для алгоритмов оптими-
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зации. Глобальный минимум находится внутри длинной узкой плоской

долины параболической формы. Найти долину тривиально. Однако схо-

диться к глобальному минимуму трудно;

∙ Функция Химмельблау (Himmelblau function). Это мультимодальная функ-

ция, используемая для проверки производительности алгоритмов опти-

мизации. Положения всех минимумов могут быть найдены аналитически.

Однако, поскольку они являются корнями кубических многочленов, при

записи в радикалах выражения несколько усложняются. Функция названа

в честь Дэвида Маутнера Химмельблау, который представил ее в рабо-

те [172];

∙ Функция Растригина (Rastrigin function). Это невыпуклая, нелиней-

ная мультимодальная функция. Впервые она была предложена Рас-

тригиным [173] как двумерная функция и была обобщена Рудоль-

фом [174]. Обобщенная версия была популяризирована Хоффмайстером и

Бэком [175] и Мюленбейном и др. [176]. Поиск минимума этой функции

является довольно сложной задачей из-за большого пространства поиска

и большого количества локальных минимумов.

Определение каждой функции можно увидеть в таблице 4.1. Трехмерные

графики каждой функции вы можете увидеть на рисунках 4.1, 4.3, 4.5, 4.7. Ра-

боту алгоритма можно увидеть на рисунках 4.2, 4.4, 4.6 и 4.8. Голубые точки

обозначают обработанные точки, а красные звездочки обозначают экстрему-

мы, найденные в каждом месте. Эти картинки показаны с целью демонстрации

движения пчел. Функции Шекеля и Химмельблау довольно просты в плане

нахождения экстремумов, поэтому количество лучших локаций и перспектив-

ных локаций в сумме выбиралось таким же, как и количество экстремумов.

Поскольку функции Розенброка и Растригина являются довольно сложными

функциями, несмотря на то, что они имеют только один глобальный минимум,

мы позволили алгоритму отработать больше местоположений, чтобы повысить
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вероятность успеха. Кроме того, для нас крайне важно контролировать коли-

чество вычислений функций (Number of Function Evaluation, NFE). Точные ми-

нимумы и минимумы, вычисленные MBC для четырех эталонных функций,

приведены в Таблице 4.2 вместе с количеством итераций и NFE. Как видно,

алгоритм очень хорошо работает на всех тестах. Все графики построены с ис-

пользованием библиотеки matplotlib [138].
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Рисунок 4.1: Трехмерный график функции Шекеля

Рисунок 4.2: Результат алгоритма MBC
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Рисунок 4.3: Трехмерный график функции Розенброка

Рисунок 4.4: Результат алгоритма MBC
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Рисунок 4.5: Трехмерный график функции Химмельблау

Рисунок 4.6: Результат алгоритма MBC
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Рисунок 4.7: Трехмерный график функции Растригина

Рисунок 4.8: Результат алгоритма MBC
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Статистическое сравнение алгоритмов MBC, SBA и ABC

Для сравнения, SBA и более популярный алгоритм ABC использовались

для нахождения минимумов одних и тех же эталонных функций. Результаты,

полученные с помощью алгоритмов SBA и ABC, можно найти в таблицах 4.3

и 4.4 соответственно. В случае выпуклых функционалов алгоритм SBA рабо-

тает хорошо, но проблемы возникают для невыпуклых функций Розенброка и

мультимодальных функций Растригина, где алгоритм сходится очень медлен-

но. Результаты в Таблицах 4.3 и 4.4 показывают, что алгоритмы SBA и ABC

находят только глобальный минимум. Хотя эти алгоритмы основаны на одной

и той же идее, концептуально и алгоритмически они разные.
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Результаты сравнительного статистического анализа между SBA, ABC и

MBC обобщены в таблице 4.5. Основным критерием сравнения было среднее

значение NFE. Мы выполнили 100 независимых запусков для всех алгорит-

мов. Значения параметров, используемые для SBA, ABC и MBC, перечисле-

ны в таблицах 4.6–4.8 соответственно. Обозначения используемых здесь пара-

метров соответствуют [131, 177]. Легко видеть, что SBA плохо работает для

функции Растригина, поскольку имеется много локальных экстремумов, из-за

чего сходится очень долго. ABC отлично работает для функции Растригина,

но вместо этого показывает слабые результаты для функции Розенброка. Это

связано с тем, что функция Розенброка унимодальна и в нашем эксперименте

имеет только два измерения. По идее, ABC должен лучше работать в боль-

ших размерностях [155]. Наша модификация в целом работает очень хорошо,

за исключением функции Растригина: глобальный экстремум достигался толь-

ко 48 раз из 100 запусков. Это происходит потому, что в нашей модификации

отсутствует понятие "глобального поиска", как в SBA; таким образом, резуль-

тат алгоритма сильно зависит от начального распределения пчел-разведчиков.

Можно сделать вывод, что наш алгоритм MBC плохо работает в условиях, ко-

гда много локальных экстремумов. Дополнительно стоит обратить внимание на

функцию Химмельблау. В нашем алгоритме больше NFE(количества запусков

прямой задачи), чем ABC. Это объясняется тем, что все 4 экстремума функции

Химмельблау являются глобальными и равными 0. Алгоритму ABC нужно

найти только один из них, а наш MBC сделан для поиска всех экстремумов.
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Функция 𝑛𝑒 𝑛𝑏 ngh 𝛿 𝑛𝑠 𝑛𝑟𝑒 𝑛𝑟𝑏 𝑠𝑡𝑙𝑖𝑚

Шекель 1 2 {1, 1} 5 50 20 10 5

Розенброк 1 2 {0.4, 0.4} 4 50 20 10 5

Химмельблау 1 2 {0.4, 0.4} 4 50 20 10 5

Растригин 1 2 {0.2, 0.2} 1 50 20 10 5

Таблица 4.6: Параметры SBA.

Функция SN D Limit

Шекель 10 2 20

Розенброк 10 2 20

Химмельблау 10 2 20

Растригин 10 2 20

Таблица 4.7: Параметры алгоритма ABC.

Функция 𝑛 𝑚 d 𝛿 𝑠𝑏 𝑎𝑏𝑏 𝑎𝑏𝑝 𝜏 𝜀1 𝜀2

Шекель 1 2 {1, 1} 5 150 20 10 5 10−5 10−3

Розенброк 1 2 {0.4, 0.4} 4 150 20 10 5 10−8 10−3

Химмельблау 4 0 {0.4, 0.4} 4 250 20 10 5 10−5 10−4

Растригин 1 0 {1, 1} 1 500 20 10 5 10−8 10−8

Таблица 4.8: Параметры алгоритма MBC.
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4.2 Идентификация параметров

Рассмотрим обратную задачу определения неизвестных параметров на изо-

терме Ленгмюра (1.27). Функционал квадрата разности между вычисленными

и "измеренными"кривыми прорыва, заданный выражением:

𝐽(Da𝑎,Da𝑑,M) =

∫︁ 𝑇

0

(𝑐𝑜𝑢𝑡(𝑡) − ̂︂𝑐(𝑡))2𝑑𝑡,
должен быть минимизирован. Здесь ̂︂𝑐(𝑡) - кривая прорыва из "измерений". На

самом деле эта кривая получается путем решения прямой задачи с использо-

ванием выбранного набора параметров, которые ниже будут называться "точ-

ными параметрами". Pe = 10,Da𝑎 = 100,Da𝑑 = 1, и M = 1000 (см. уравнение

изотермы Ленгмюра (1.27)) выбраны как точные значения в этом исследовании.

Они используются для получения "кривой прорыва измерения". Эти параметры

соответствуют случаю преобладающей реакции.

Принимая во внимание представленные здесь исследования сходимости по

шагам по пространству и времени, было принято решение использовать сетку

конечных элементов с 4760 узлами в расчетной области, а также с шагом по

времени 𝜏 = 30.

Функционал (2.1) показан на рисунке 4.9. Для лучшей наглядности пока-

заны три цифры. На каждом из них фиксируется один из трех параметров

Da𝑎,Da𝑑,M, и строится функционал от двух других. Видно, что это невыпук-

лый функционал, причем низкие значения функционала располагаются в узкой

долине с крутыми берегами. Один из берегов долины вогнутый, а второй вы-

пуклый, что затрудняет идентификацию параметров.
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а)

б)

в)

Рисунок 4.9: 3D-графики для фиксированных: а) Da𝑎, б) Da𝑑, в) M.
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Напомним, что нас интересует решение определенного класса задач иденти-

фикации параметров. Основная цель состоит не в том, чтобы точно определить

набор параметров, дающий минимум функционала. Основная цель состоит в

том, чтобы выделить некоторые области параметров, для которых функцио-

нал меньше заданного порога. Такой класс задач идентификации параметров

представляет интерес для некоторых отраслей. Кроме того, в зависимости от

конкретной отрасли, разумный порог может составлять 1%, но также может

составлять 20%.

4.3 Детерминированный подход

Наиболее простой подход к идентификации параметров состоит в том, что-

бы рассмотреть равномерную сетку в соответствующей подобласти простран-

ства параметров, вычислить прямую задачу и функционал для каждой точки

сетки и отслеживать функционал для нахождения минимума. Очевидно, что

это очень неэффективный способ определения параметров, потому что он тре-

бует большого количества решений прямой задачи. Тем не менее, это надежный

способ получить эталонное решение. Этот подход представлен здесь для срав-

нения. Параметры будем искать в подобласти 60 ≤ 𝐷𝑎𝑎 ≤ 140, 0 ≤ 𝐷𝑎𝑑 ≤ 2,

800 ≤ 𝑀 ≤ 1200. В этой подобласти введена равномерная сетка 50×50×50. Для

каждой точки сетки решается прямая задача и вычисляется функционал (2.1).

Результаты вычислений показаны на Рис. 4.10. Синяя звездочка обозначает точ-

ные параметры, а красный контур — допустимый набор, который определяется

следующим образом:
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а)

б)

в)

Рисунок 4.10: Графики для фиксированных: а) Da𝑎, б) Da𝑑, в) M.
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𝐽(Da𝑎,Da𝑑,M) ≤ 0.0246 (4.2)

Красные контуры обводят допустимый набор параметров, такой, что для

всех параметров из допустимого набора функционал меньше заданного порога.

Легко видеть, что допустимое множество хорошо захватывает узкую долину

с крутыми берегами, в пределах которой наблюдаются наименьшие значения

функционала.

4.4 Эвристический подход

Сходимость MBC, как и сходимость любого алгоритма BA, зависит от па-

раметров алгоритма. Чтобы проиллюстрировать эту зависимость и в то же вре-

мя показать, что алгоритм сходится для различных наборов параметров, MBC

запускается здесь с двумя наборами параметров. Некоторые параметры одина-

ковы для обоих прогонов: 𝑛 = 2, 𝑑𝑥 = 6, 𝑑𝑦 = 0.06, 𝑑𝑧 = 20, 𝛿 = 1, 𝑎𝑏𝑏 = 50,

𝜏 = 5, 𝜀1 = 10−8, 𝜀2 = 1. Параметры, которые различаются в двух прогонах,

равны

I: 𝑚 = 3, 𝑠𝑏 = 20, 𝑎𝑏𝑏 = 50, 𝑎𝑏𝑝 = 20;

II: 𝑚 = 5, 𝑠𝑏 = 200, 𝑎𝑏𝑏 = 50, 𝑎𝑏𝑝 = 40.

Подобласть, в которой ищутся параметры реакции, выбирается такой же,

как и в детерминированном случае выше. А именно, ось 𝑋 — параметр Da𝑎 ∈

[60, 140], ось 𝑌 — параметр Da𝑑 ∈ [0, 2], Ось 𝑍 — параметр M ∈ [800, 1200].

Пять лучших идентифицированных точек и их функциональные значения

вместе с количеством итераций и количеством прямых решений сведены в таб-

лицу 4.9. Полезно также сравнить относительную погрешность вычисления

функционала (сам функционал дает абсолютную погрешность). Относительная

ошибка рассчитывается следующим образом:
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ℰ𝑟𝑒𝑙 =
‖𝑐𝑜𝑢𝑡 − ̂︁𝑐𝑜𝑢𝑡‖2

‖̂︁𝑐𝑜𝑢𝑡‖2 =

√︁∑︀𝑁𝑡
𝑖=0(𝑐𝑖 − ̂︀𝑐𝑖)2√︁∑︀𝑁𝑡

𝑖=0 ̂︀𝑐𝑖2 , (4.3)

где 𝑁𝑡 — количество временных интервалов, а ̂︁𝑐𝑜𝑢𝑡 — выбранное точное реше-

ние (имитирующее данные экспериментов). Относительная ошибка указана в

третьем столбце таблицы 4.9.

Видно, что для обоих наборов параметров MBC выделяются параметры изо-

термы Ленгмюра, дающие очень низкие значения функционала. Второй набор

параметров MBC дает лучшие результаты за счет более дорогих вычислений.

Вычисленная относительная ошибка составляет менее 1% для 5 выбранных то-

чек из первого запуска MBC и менее 0.02% для второго запуска соответственно.

Другим важным наблюдением является то, что метод MBC хорошо приспо-

соблен к основным целям работы, а именно к выявлению не только точных

параметров реакции, но и идентификации наборов параметров реакции, для

которых невязка принимает малые значения.

Трехмерная визуализация результатов показана на рисунках 4.11 и 4.12. На

рисунках 4.11б и 4.12б показаны точки из подобласти параметров, которые

исследуются MBC, а на рисунках 4.11a и 4.12а показаны только те точки, для

которых функционал меньше выбранного порога.

Обратите внимание, что во многих промышленных задачах допускается го-

раздо более высокая ошибка. Если критерий останова 𝜀1 увеличить с 1𝑒− 8 до

1𝑒 − 3 и использовать для MBC следующий набор параметров: 𝑛 = 1, 𝑚 = 2,

𝑑𝑥 = 6, 𝑑𝑦 = 0.06, 𝑑𝑧 = 20, 𝛿 = 1, 𝑠𝑏 = 20, 𝑎𝑏𝑏 = 20, 𝑎𝑏𝑝 = 5, 𝜏 = 3, 𝜀1 = 10−3,

𝜀2 = 1 получены следующие результаты; см. Таблицу 4.10.
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Вывод программы Погрешность (%) Итерации NFE

J(126.11, 1.287, 1151.449) = 0.362 0.626

16 205J(104.861, 1.038, 991.051) = 0.405 0.7

J(117.213, 1.146, 927.115) = 0.654 1.133

Таблица 4.10: Результаты для повышенных критериев остановки.

Примечательно, что не только определяется разумный допустимый набор

параметров, но и точно вычисляется глобальный минимум. А именно, путем

сравнения выявленного глобального минимума (126,11, 1,287, 1151,449) с точ-

ными параметрами (100, 1, 1000) получается относительная ошибка 0.626%.
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а)

б)

Рисунок 4.11: Результаты алгоритма для набора параметров I: а) ниже порога

(4.2), б) функционал (2.1).
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а)

б)

Рисунок 4.12: Результаты алгоритма для набора параметров II: а) ниже порога

(4.2), б) функционал (2.1).
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4.5 Случай доминирующей диффузии

Тем не менее, несмотря на то, что вся глава направлена на изучение слу-

чая с преобладанием реакции, мы хотим провести небольшой анализ случая

с преобладанием диффузии. Подробнее этот вопрос обсуждается в наших ста-

тьях [22, 128] и предыдущих разделах. Напомним ключевые моменты этого

рассмотрения. Мы исследовали случай преобладания диффузии (см. Рис. 4.13),

когда скорости реакции были небольшими, поэтому было мало временных сло-

ев: 𝑇 = 40 в безразмерном времени, малый временной шаг 𝜏 = 0.1. Мы реа-

лизовали множество различных методов идентификации параметров, таких как

детерминированный подход, стохастическая идентификация параметров и мно-

гоступенчатая идентификация параметров.

В этом разделе мы показываем результаты алгоритма для случая преобла-

дания диффузии и изотермы Генри. Пусть 𝑋 ось — параметр Da𝑎 = [0, 0.01],

𝑌 ось — параметр Da𝑑 = [0, 0.1]. Точные параметры, которые мы постараемся

определить: Da𝑎 = 0.005, Da𝑑 = 0.05. Алгоритм был запущен со следующи-

ми параметрами: 𝑛 = 2, 𝑚 = 3, 𝑑𝑥 = 0.0002, 𝑑𝑦 = 0.002, 𝛿 = 0.002, 𝑠𝑏 = 20,

𝑎𝑏𝑏 = 20, 𝑎𝑏𝑝 = 10, 𝜏 = 3.

Мы получили следующие результаты:

J(0.0050001, 0.049995) = 2.79961e-05

J(0.0050081, 0.050061) = 0.000768

J(0.0050086, 0.049906) = 0.000947

J(0.0049929, 0.049853) = 0.001008

J(0.0050096, 0.050515) = 0.002408

NFE: 1720
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Рисунок 4.13: Случай доминирующей диффузии
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Рисунок 4.14: 2 лучших и 3 перспективные локации.

Рисунок 4.15: 1 лучшая локация.
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Для этого случая мы специально взяли 2 лучших локации и 3 перспек-

тивных, чтобы показать, как все пчелиные семьи сходятся в одной точке. Как

видно на Рис. 4.14, все пчелы слились в одну точку. Количество прямых оце-

нок проблем также не так велико. В этом случае функционал, который у нас

есть, имеет хорошую гладкую форму, и у нас есть только один глобальный экс-

тремум. Если у нас есть такая априорная информация о функционале, то мы

можем запустить наш алгоритм с условием, что есть только 1 лучшее местопо-

ложение и 0 перспективных местоположений, остальные параметры такие же.

Для 1 лучшего места мы получили следующий результат:

J(0.0050001, 0.0499864) = 6.4601e-05

NFE: 220

Алгоритм дает нам точные координаты экстремума при существенно

небольшом количестве прямых решений задачи (см. Рис. 4.15). При этом те-

перь это больше похоже на многоступенчатую идентификацию параметров.

4.6 Выводы

Разработан Модифицированный алгоритм пчелиной колонии (MBC) для

идентификации неизвестных скоростей адсорбции и десорбции на изотерме

Ленгмюра для случая доминирующей реакции и на изотерме Генри для случая

доминирующей диффузии. Проведены тестовые запуски алгоритма для оценки

эффективности на известных бенчмарк функциях. На основании полученных

результатов можно сделать вывод, что предложенный алгоритм MBC способен

быстро и точно находить все экстремумы в случае умеренного количества экс-

тремумов. Из-за шумов с большой дисперсией в экспериментальных данных,

функционал невязки может иметь локальные экстремумы, и в этом случае надо

знать и их местоположение, что алгоритм MBC может обеспечить. Были также

проведены статистические исследования по сравнению предложенной модифи-

кации с оригинальным алгоритмом SBA и более популярным ABC алгоритмом
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на 100 независимых прогонах для каждой из бенчмарк функций. Проведен-

ные исследования показали, что предложенная модификация прекрасно нахо-

дит экстремум за минимальное количество NFE (запусков прямой задачи) по

сравнению с SBA и ABC, что безусловно дает преимущество для его приме-

нения в дорогостоящих задачах. Единственным минусом можно считать то,

что алгоритм плохо работает в мульти-экстремальных функционалах (смотрите

результаты на функции Растригина в Таблице 4.5), поскольку много пчел за-

канчивает работу на локальных экстремумах. Следовательно, чтобы увеличить

шанс нахождения глобального экстремума, необходимо увеличить количество

локальных областей, что может существенно увеличить количество NFE. Что

еще более важно, показано, что MBC можно использовать для идентифика-

ции параметров для важного класса задач. Определены допустимые наборы

неизвестных параметров на изотермах Ленгмюра в случае реактивного течения

в поровом масштабе с преобладанием реакции. Задача идентификации пара-

метров для этого режима связана с минимизацией невыпуклого функционала,

характеризующегося узкой долиной с крутыми берегами, относительно плос-

кости вблизи минимума.
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Заключение

В работе разработаны ключевые элементы вычислительной технологии

идентификации параметров поверхностной реакции в реагирующих потоках

в масштабе пор.

Заявленная цель исследования достигнута решением следующих задач:

∙ Реализована двумерная математическая модель прямой задачи реагирую-

щего потока в пористых средах. Модель включает стационарные уравне-

ния Стокса и уравнение конвекции-диффузии, дополненное граничными

условиями третьего рода, учитывающими адсорбцию и десорбцию. Рас-

смотрены две изотермы описывающие кинетику реакции: Ленгмюра для

доминирующей реакции и Генри для доминирующей диффузии. Указа-

ны основные безразмерные параметры. Подход применим для широкого

диапазона микрогеометрий и параметров процесса. Численное решение

гидродинамических процессов основано на треугольных сетках и МКЭ

с элементами Тейлора—Худа. Проведены исследования влияния вычисли-

тельных параметров дискретизации по пространству и времени. Создано

и зарегистрировано в Роспатенте программное обеспечение для создания

вычислительных сеток синтетических пористых сред;

∙ Разработаны детерминированные и стохастические, одноступенчатые и

многоступенчатые алгоритмы для идентификации неизвестных скоростей

адсорбции и десорбции на изотерме Генри в сочетании с моделированием

реагирующего потока в масштабе пор. Учитываются точные и зашумлен-

ные данные. В последнем случае обсуждается их влияние на процедуру

идентификации. Показана роль стохастичности в шуме, путем проведе-

ния процедуры Монте-Карло на 10 разных реализациях шума;

∙ Выполнено определение скоростей поверхностных реакций в переносе

раствора в пористой среде с использованием выборки метода Монте-
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Карло на цепях Маркова в рамках байесовского подхода. Реализованы

алгоритмы Метрополиса-Гастингса и Адаптивного Метрополиса. Прове-

дены сравнения между двумя алгоритмами через функции автокорреля-

ции. Доверительные интервалы были построены на основе апостериор-

ных распределений для обоих алгоритмов. Исследовано влияние шума на

измерениях для байесовской процедуры оценки. Количество эксперимен-

тальных данных было увеличено до десяти для обоих алгоритмов, что-

бы сузить доверительный интервал. Анализ выборки с использованием

автокорреляционной функции и уровня приема выполняется для оценки

смешения цепи Маркова;

∙ Предложен и реализован Модифицированный алгоритм пчелиной коло-

нии (MBC) как модификация стандартного алгоритма пчелиной колонии

для идентификации неизвестных скоростей адсорбции и десорбции на

изотерме Ленгмюра для случая доминирующей реакции и на изотерме

Генри для случая доминирующей диффузии. Были проведены тестовые

запуски алгоритма для оценки эффективности на известных бенчмарк

функциях. Были также проведены статистические исследования по срав-

нению предложенной модификации с оригинальным Стандартным пчели-

ным алгоритмом (SBA) и более популярным алгоритмом Искусственной

пчелиной колонии (ABC) на 100 независимых прогонах для каждой из

бенчмарк функций. На основании полученных результатов можно сделать

вывод, что предложенный алгоритм MBC способен быстро и точно нахо-

дить все экстремумы в случае умеренного количества экстремумов. Чис-

ленные эксперименты показали, что алгоритмы пчелиных колоний могут

быть эффективно использованы для решения мультимодальных инженер-

ных задач с высокой размерностью.
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