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Общая характеристика работы

Актуальность работы. Большинство процессов в реальных приложениях

имеют многомасштабную природу за счет неоднородных свойств среды, а так

же разномасштабной природы происходящих процессов. Неоднородности могут

быть связаны с перфорированными средами, тонкими областями, неоднород

ными средами со множеством масштабов и высокой контрастностью, и т.д.

Многие прикладные задачи, такие как течение жидкости в пористой среде на

уровне пор, связаны с перфорированными областями, где перфорационные от

верстия могут иметь различные размеры и геометрию. На перфорациях также

могут возникать неоднородные граничные условия при моделировании в мас

штабе пор и имитации реагирующего потока через пористую среду. Эти задачи

имеют большое значение для множества приложений в физике, биологии, гео

логии и химии. Методы решения этих задач требуют высокого разрешения. В

частности, дискретизация должна учитывать нерегулярные границы перфора

ции. Также во многих приложениях прикладные задачи имеют большие разли

чия в свойствах среды. В этих задачах обычно наблюдается высокий контраст

свойств среды, где контраст - это отношение между наибольшим и наимень

шим значениями свойств среды. Например, течение и перенос в неоднородных

средах используется для описания потока жидкости в пористой среде при моде

лировании коллектора и т.д. Наряду с этим во многих реальных приложениях

встречаются математические модели в тонких областях. Течение жидкости и

перенос в тонких трубчатых структурах широко используются в биологических

приложениях, например, для моделирования кровотока в сосудах. При моде

лировании резервуара тонкие области связаны с трещинами, которые обычно

имеют сложную геометрию с очень малой толщиной по сравнению с типич

ными размерами резервуара. Для решения данного типа задач прямые методы

требуют построения численных методов на неструктурированных расчетных

сетках с разрешением неоднородностей на уровне сетки и приводят к большим

дискретным системам, являющимся вычислительно трудоемкими. Прямое чис

ленное решение таких задач затруднено даже с появлением суперкомпьютеров.

Требуется огромный объем компьютерной памяти и процессорного времени, что

легко может превысить лимит сегодняшних вычислительных ресурсов. Следо

вательно, для данного класса задач необходимо разработать методы для по

нижения размерности системы с сохранением точности метода для проведения
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эффективных вычислений на грубой сетке. Многомасштабные методы позволя

ют аппроксимировать поставленную задачу на грубых сетках с использовани

ем специальных многомасштабных базисных функций, учитывающих локаль

ные неоднородности на микромасштабе. Использование построенных многомас

штабных аппроксимаций позволяет существенно сократить время выполнения

работы программы, объем используемой памяти и позволяет провести многова

риантный расчет для заданной конфигурации геометрии области.

Цель диссертационной работы состоит в разработке алгоритмов и вычис

лительной реализации многомасштабных методов для решения задач течения

и переноса в неоднородных, перфорированных и тонких областях. Для дости

жения поставленной цели сформулированы следующие задачи:

� Разработка и исследование алгоритма обобщенного многомасштабного ме

тода разрывного Галеркина для решения: (1) задач в перфорированных и

тонких областях с неоднородными граничными условиями на перфораци

ях; (2) задачи Стокса в перфорированных и тонких областях; (3) задачи

тепломассопереноса с моделью Бринкмана в неоднородной области;

� Разработка и исследование алгоритма смешанного обобщенного многомас

штабного метода конечных элементов для решения: (1) задач течения и

переноса в перфорированных областях; (2) упрощенной задачи магнитной

гидродинамики в перфорированных областях.

Научная новизна и практическая значимость. Научная новизна прове

денных исследований заключается в следующем:

� Разработан обобщенный многомасштабный метод разрывного Галеркина

для задач течения и переноса в тонких и перфорированных областях с

учетом неоднородных граничных условий;

� Представлен смешанный обобщенный многомасштабный метод конечных

элементов для задачи течения и переноса в перфорированных областях;

� Построен смешанный многомасштабный метод конечных элементов для

упрощенной задачи магнитной гидродинамики в перфорированных обла

стях.

� Проведена численная реализация математической модели Бринкмана и

процессов тепломассопереноса в неоднородных средах на основе обоб

щенного многомасштабного метода разрывного Галеркина.

Приведённые многомасштабные методы и численные расчёты имеют практи
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ческую значимость в построении математических моделей и исследовании про

цессов течения и переноса в перфорированных, тонких и неоднородных средах.

Методология и методы исследования. Решение задач течения и перено

са основано на методе конечных элементов на неструктурированных расчет

ных сетках с использованием следующих методов: смешанный метод конеч

ных элементов, разрывный метод Галеркина, обобщённый многомасштабный

метод разрывного Галеркина, смешанный обобщенный многомасштабный метод

конечных элементов. Для построения расчетной области с расчетной сеткой

используется генератор сеток Gmsh. Численная реализация основана на биб

лиотеке FEniCS с использованием языка программирования C++.

Положения, выносимые на защиту:

� Обобщённый многомасштабный метод разрывного Галеркина для задач в

перфорированных областях с неоднородными граничными условиями на

границах перфораций. Модификация метода в виде дополнительных мно

гомасштабных базисных функций для учета граничных условий Робина на

перфорациях. Построение и исследование метода для различных классов

задач (эллиптические и параболические уравнения, уравнения упругости

и термоупругости, уравнение конвекции-диффузии);

� Обобщённый многомасштабный метод разрывного Галеркина для задач

течения и переноса в тонких областях с неоднородными граничными

условиями Робина. Модификация метода в виде дополнительных мно

гомасштабных базисных функций для учета граничных условий Робина

на стенках рассматриваемой области;

� Алгоритм обобщённого многомасштабного метода разрывного Галеркина

для модели Бринкмана и процессов тепломассопереноса в неоднородных

средах;

� Алгоритм смешанного обобщённого многомасштабного метода конечных

элементов для упрощенной задачи магнитной гидродинамики в перфори

рованных средах в смешанной формулировке для магнитного поля.

Обоснованность и достоверность результатов обеспечена использовани

ем корректно построенных математических моделей, подтверждена вычисли

тельными экспериментами, которые приближены к реальным, а также путем

сравнения результатов, полученных с использованием предлагаемых моделей и

методов, с результатами прямого численного моделирования методом конечных
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элементов на эталонной сетке.

Апробация работы. Основные результаты диссертации были представлены

на следующих конференциях:

� Международная конференция "Многомасштабные методы и высокопро

изводительные научные вычисления", г. Якутск, Россия, 30.07.2017 -

04.08.2017;

� The Seventh Conference on Finite Difference Methods: Theory and

Applications, г.Албена, Болгария, 20.06.2018 - 25.06.2018;

� The Tenth Jubilee Conference of the Euro-American Consortium for

Promoting the Application of Mathematics in Technical and Natural Sciences,

г.Лозенец, Болгария, 11.06.2018 - 18.06.2018;

� Международная конференция "Многомасштабные и высокопроизводи

тельные вычисления для мультифизичных задач", г.Якутск, Россия,

08.08.2018 - 10.08.2018;

� II Международная конференция "Многомасштабные методы и высоко

производительные научные вычисления", г.Москва, Россия, 15.08.2018 -

17.08.2018;

� IV Международная конференция "Суперкомпьютерные технологии мате

матического моделирования", г.Москва, Россия, 19.05.2019 - 21.05.2019;

� Международная конференция "Многомасштабные и высокопроизводи

тельные вычисления для мультифизичных задач", г.Якутск, Россия,

24.05.2019 - 25.05.2019;

� III Международная конференция "Многомасштабные методы и высокопро

изводительные научные вычисления", г. Владивосток, Россия, 07.10.2019

- 11.10.2019;

� Применение цифровых технологий в промышленности, бизнесе и здраво

охранении Республика Саха, г.Якутск, Россия, 23.12.2019 - 25.12.2019;

� IV Международная конференция "Многомасштабные методы и высоко

производительные научные вычисления", г. Сочи, Россия, 08.09.2020 -

13.09.2020.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 16 научных работ в ре

цензируемых научных изданиях, входящих в перечень ВАК (BAK, Scopus и

Web of Science), получены 2 свидетельства о государственной регистрации про

грамм для ЭВМ [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16].
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Личный вклад автора. В работах, опубликованных в соавторстве, личный

вклад диссертанта состоит в следующем: в работах [1, 4, 5, 7, 8, 11, 12, 14] им

разработан и реализован вычислительный алгоритм, проведены расчеты и ана

лиз результатов вычислительных экспериментов; в работах [6, 13, 16] диссер

тант участвовал в разработке и численной реализации математической модели.

В работах [2, 3, 9, 10, 15] автор принял участие в постановке математической

модели и численной реализации. Подготовка к опубликованию полученных ре

зультатов проводилась совместно с соавторами.

Структура и объем диссертации. Работа состоит из введения, пяти глав,

заключения и списка литературы. Общий объём диссертационной работы со

ставляет 164 страницы, содержит 59 иллюстраций и 28 таблиц. Список лите

ратуры содержит 116 наименований.

Работа была поддержана Мегагрантом Правительства РФ 14.Y26.31.0013,

грантом РНФ 19-11-00230, грантом РНФ 17-71-20055, грантом РФФИ

19-11-90076∖19, грантом РФФИ 17-01-00732 А, грантом РФФИ 15-31-20856.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность разрабатываемых в диссертаци

онной работе вычислительных алгоритмов, формулируется цель и задачи ис

следования, кратко описывается содержание диссертации по главам.

Первая глава посвящена многомасштабным методам для решения задач

течения и переноса в перфорированных средах: смешанный обобщенный мно

гомасштабный метод конечных элементов (Раздел 1) и обобщенный многомас

штабный метод конечных элементов разрывного Галеркина (Раздел 2).
Раздел 1. Течение жидкости в перфорированной пористой среде Ω описыва

ется законом Дарси и уравнением неразрывности

𝑘−1𝑢+∇𝑝 = 0, 𝑥 ∈ Ω

∇ · 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω,
(1)

где 𝑘 = 𝜅
𝜇, 𝜇 – вязкость, 𝜅 – проницаемость пористой среды. Рассматривает

ся задача течения с однородным граничным условием Дирихле на глобальной

границе и устанавливается нулевая скорость на перфорациях.
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Уравнение переноса примеси описывается уравнением конвекции-диффузии

для концентрации

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑢∇𝑐−∇ · (𝐷∇𝑐) = 𝑓, 𝑥 ∈ Ω, (2)

где 𝐷 – коэффициент диффузии, 𝑓 – источник и 𝑢 – поле скоростей. Рассмат

ривается уравнение переноса с однородными граничными условиями Неймана

и начальным условием 𝑐(𝑥, 0) = 𝑐0 в Ω для 𝑡 = 0.

Для численного решения на мелкой сетке используется метод конечных

элементов. Слабую формулировку задачи течения можно записать следующим

образом: найти (𝑢, 𝑝) ∈ 𝑉 ×𝑄 такое что

𝑎(𝑢, 𝑣) + 𝑏(𝑝, 𝑣) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉,

𝑏(𝑢, 𝑞) = 0 ∀𝑞 ∈ 𝑄,
(3)

где

𝑎(𝑢, 𝑣) = −
∫︁
Ω

𝑘−1𝑢 · 𝑣 𝑑𝑥, 𝑏(𝑢, 𝑝) =

∫︁
Ω

𝑝∇ · 𝑢 𝑑𝑥.

Использовано пространство Равиар-Томаса для скорости и кусочно-посто

янный элемент для давления в мелкомасштабной системе.

Для определения слабой формулировки уравнения переноса аналогично ис

пользуется метод конечных элементов. У нас есть следующая слабая формули

ровка уравнения переноса: найти 𝑐 ∈ 𝑊 такое что

1

𝜏
𝑚(𝑐− 𝑐, 𝑟) + 𝑠(𝑐, 𝑟) + 𝑑(𝑐, 𝑟) = (𝑓, 𝑟) ∀𝑟 ∈ 𝑊, (4)

где 𝑊 = 𝐿2(Ω) и

𝑚(𝑐, 𝑟) =

∫︁
Ω

𝑐 𝑟 𝑑𝑥, 𝑠(𝑐, 𝑟) =

∫︁
Ω

𝑢 · 𝑐 𝑟 𝑑𝑥, 𝑑(𝑐, 𝑟) =

∫︁
Ω

∇𝑐 · ∇𝑟 𝑑𝑥.

Здесь для дискретизации по времени используем неявную схему, и 𝑐 – концен

трация на предыдущем временном слое и 𝜏 временной слой.

Алгоритм многомасштабного метода

Строим многомасштабное пространство для скорости 𝑢𝑐 ∈ 𝑉𝑚𝑠

𝑉𝑚𝑠 := span{𝜓1, ..., 𝜓𝑁𝑐
},

где 𝜓𝑖 – многомасштабные базисные функции, которые поддерживаются в ло

кальной области, 𝜔𝜖 (𝑖 = 1, .., 𝑁𝑐), и 𝑁𝑐 – это количество базисных функций.

Для давления используем пространство кусочно-постоянных функций 𝑄𝑚𝑠.
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Для построения пространства снэпшот решаем локальную задачу в области

𝜔𝜖: найти (𝜑𝑗, 𝜂) ∈ 𝑉 𝜔𝜖

ℎ ×𝑄𝜔𝜖

ℎ такую что∫︁
𝜔𝜖

𝑘−1𝜑𝑗 𝑣 𝑑𝑥−
∫︁
𝜔𝜖

𝜂 ∇ · 𝑣 𝑑𝑥 = 0, 𝑣 ∈ 𝑉 𝜔𝜖

ℎ ,∫︁
𝜔𝜖

𝑟 ∇ · 𝜑𝑗 𝑑𝑥 =

∫︁
𝜔𝜖

𝑐 𝑟 𝑑𝑥, 𝑟 ∈ 𝑄𝜔𝜖

ℎ .
(5)

Для граничных условий установим

𝜑𝑗 · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝜔𝜖,

𝜑𝑗 · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕ℬ𝜖,

где 𝑛 – вектор единичной внешней нормали на 𝜕𝜔𝜖.

По грубому ребру 𝐸, ставим дополнительное граничное условие

𝜑𝑗 · 𝑛 = 𝛿𝑗,

где 𝑗 = [1, 𝐽𝜔𝜖] и количество локальных задач равна 2 · 𝐽𝜔𝜖. Здесь 𝐽𝜔𝜖 – количе

ство тонких ребер сетки 𝑒𝑗 на 𝐸, 𝐸 = ∪𝐽𝜔𝜖

𝑗=1𝑒𝑗, 𝛿𝑗 – кусочно-постоянная функция,

определенная на 𝐸, которая имеет значение 1 на 𝑒𝑗 и значение 0 на других реб

рах мелкой сетки. Далее выполняем понижение пространства в пространстве

снэпшот с помощью локальной спектральной задачи.

𝐴𝜔𝜖𝜓𝜔𝜖

𝑘 = 𝜆𝑘𝑆𝜔𝜖𝜓𝜔𝜖

𝑘 , (6)

где

𝐴𝜔𝜖 = 𝑅𝜔𝜖𝐴𝜔𝜖𝑅𝑇
𝜔𝜖, 𝑆𝜔𝜖 = 𝑅𝜔𝜖𝑆𝜔𝜖𝑅𝑇

𝜔𝜖,

𝑅𝜔𝜖 = [𝜑1, . . . , 𝜑𝐽𝜔𝜖 , ]

и

𝐴𝜔𝜖 = [𝑎𝜔
𝜖

𝑚𝑛], 𝑎𝜔
𝜖

𝑚𝑛 = 𝑎𝜔𝜖(𝜑𝑚, 𝜑𝑛) =

∫︁
𝐸

𝑘−1(𝜑𝑚 · 𝑛)(𝜑𝑛 · 𝑛)𝑑𝑠,

𝑆𝜔𝜖 = [𝑚𝜔𝜖

𝑚𝑛], 𝑠𝜔
𝜖

𝑚𝑛 = 𝑠𝜔𝜖(𝜑𝑚, 𝜑𝑛) =

∫︁
𝜔𝜖

𝑘−1𝜑𝑚 𝜑𝑛 𝑑𝑥+

∫︁
𝜔𝜖

∇ · 𝜑𝑚∇ · 𝜑𝑛 𝑑𝑥.

Собственные значения располагаем в порядке возрастания, и выберем пер

вые 𝑀𝜔𝜖 собственные значения и возьмем соответствующие собственные век

торы 𝜓𝜔𝜖

𝑘 = 𝑅𝜔𝜖𝜓𝜔𝜖

𝑘 в качестве базисных функций, 𝑘 = 1, 2, ...,𝑀𝜔𝜖.
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Затем определяем матрицу проекции

𝑅 =

[︃
𝑅𝑢 0

0 𝑅𝑝

]︃
, 𝑅𝑢 = [𝑅𝑢,1, . . . , 𝑅𝑢,𝑁𝐸

]𝑇 , (7)

где 𝑅𝑢,𝑖 =
[︁
𝜓
𝜔𝜖
𝑖

1 , . . . , 𝜓
𝜔𝜖
𝑖

𝑀𝜔𝜖
𝑖

]︁𝑇
и 𝑅𝑝 – матрица проекции для давления, содержа

щая константу в грубой ячейке для каждой строки. Здесь 𝑁𝐸 – количество

ребер грубой сетки и 𝑀𝜔𝜖
𝑖
– количество локальных многомасштабных базисных

функций. Используя построенное многомасштабное пространство, получим сле

дующую систему грубого масштаба в матричной форме(︃
𝐴𝑐 𝐵𝑇

𝑐

𝐵𝑐 0

)︃(︃
𝑢𝑐

𝑝𝑐

)︃
=

(︃
0

0

)︃
, (8)

где

𝐴𝑐 = 𝑅𝑢𝐴𝑅
𝑇
𝑢 , 𝐵𝑐 = 𝑅𝑢𝐵𝑅

𝑇
𝑝 .

Используя грубомасштабное решение 𝑢𝑐, можем восстановить решение на мел

кой сетке 𝑢𝑚𝑠 = 𝑅𝑇
𝑢𝑢𝑐 и использовать 𝑢𝑚𝑠 для решения задачи переноса.

Раздел 2. Рассмотрено нестационарное уравнение конвекции-диффузии (2),

описывающее перенос примеси в перфорированных средах Ω. Дополняется

уравнение переноса начальным условием 𝑐(𝑥, 0) = 1 в Ω для 𝑡 = 0 и следу

ющими граничными условиями

𝑐 = 𝑐1, 𝑥 ∈ Γ1, −𝜆 𝜕𝑐
𝜕𝑛

= 0, 𝑥 ∈ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4.

Для описания течения в перфорированной области будем использовать уравне

ния Стокса

− 𝜇∆𝑢+ grad 𝑝 = 0, 𝑥 ∈ Ω,

div 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω.
(9)

Система уравнений (9) дополняется соответствующими граничными услови

ями для скорости течения

𝑢 = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ Γ1, −𝜆𝜕𝑢
𝜕𝑛

= 0, 𝑥 ∈ Γ2 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ3 ∪ Γ4. (10)

Для того чтобы определить слабую формулировку переноса, мы используем

метод конечных элементов. Для аппроксимации задачи течения мы используем

разрывный метод Галеркина (IPDG).

10



Для системы уравнений течения (9) запишем вариационную формулировку:

найти (𝑢, 𝑝) ∈ 𝑉 ℎ ×𝑄ℎ такую, что

𝑎𝐷𝐺(𝑢, 𝑣) + 𝑏𝐷𝐺(𝑝, 𝑣) = 0, ∀𝑣 ∈ 𝑉 ℎ,

𝑏𝐷𝐺(𝑢, 𝑞) = 0, ∀𝑟 ∈ 𝑄ℎ,
(11)

где

𝑎𝐷𝐺(𝑢, 𝑣) =
∑︁
𝐾∈𝒯 ℎ

∫︁
𝐾

(𝜇∇𝑢 · ∇𝑣)𝑑𝑥

−
∑︁
𝐸∈Γℎ

∫︁
𝐸

(︁
[𝜇𝑢 · 𝑛] {𝑣} − {𝜇 𝑣 · 𝑛} [𝑢]− {𝜇}𝛾𝑢

ℎ
[𝑢] [𝑣]

)︁
𝑑𝑠,

𝑏𝐷𝐺(𝑢, 𝑝) =
∑︁
𝐾∈𝒯 ℎ

∫︁
𝐾

𝑝∇𝑢𝑑𝑥+
∑︁
𝐸∈Γℎ

∫︁
𝐸

{𝑝}[𝑢 · 𝑛] 𝑑𝑠,

где 𝛾𝑢 штрафной параметр и 𝑛 единичный вектор нормали к ребру 𝐸.

Алгоритм многомасштабного метода

Построим многомасштабное пространство для скорости

𝑉 𝐻 = span{𝜓𝑖}𝑁𝑢

𝑖=1, 𝑄𝐻 = {𝑟 ∈ 𝐿2(Ω) : 𝑟|𝐾 ∈ 𝑃 0(𝐾), ∀𝐾 ∈ 𝒯𝐻}

Для давления мы используем пространство кусочно-постоянных функций над

грубой триангуляцией, 𝑁𝑢 = dim(𝑉 𝐻) – количество базисных функций, а 𝑁𝑝 =

dim(𝑄𝐻) равно числу грубых ячеек сетки.

Локальное снэпшот пространство состоит из функций, которые являются

решениями 𝜑𝑖𝑙 ∈ 𝑉 ℎ(𝐾𝑖)

𝑎DG(𝜑
𝑖
𝑙, 𝑣) + 𝑏DG(𝜂, 𝑣) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉 ℎ(𝐾𝑖),

𝑏(𝜑𝑖𝑙, 𝑞) =

∫︁
𝐾𝑖

𝑐 𝑞 𝑑𝑥, ∀𝑞 ∈ 𝑄ℎ(𝐾𝑖),
(12)

с 𝜑𝑖𝑙 = 𝛿𝑙𝑖 на 𝜕𝐾𝑖 (𝑙 = 1, . . . , 𝐽𝑖), где 𝐽𝑖 число мелких узлов сетки на границе

𝐾𝑖, и 𝛿𝑙𝑖 – дискретная дельта-функция, определенная в 𝜕𝐾𝑖. Здесь 𝑐 выбирается

из условия совместимости, 𝑐 = 1
|𝐾𝑖|
∫︀
𝜕𝐾𝑖

𝛿𝑙𝑖 · 𝑛 𝑑𝑠. Далее формируем локальное

снэпшот пространство в 𝐾𝑖, используя все локальные решения, т.е. 𝑉 𝑖,snap =

{𝜑𝑖𝑙 : 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝐽𝑖}, и определяем матрицу проекции для снэпшот пространства

𝑅𝑖,snap =
[︀
𝜑𝑖1, . . . , 𝜑

𝑖
𝐽𝑖

]︀
.

Для того чтобы уменьшить размер снэпшот пространства, решается следу

ющая локальная спектральная задача

𝐴𝑖,snap𝜓
𝑖,snap
𝑘 = 𝜆𝑘𝑆

𝑖,snap𝜓
𝑖,snap
𝑘 , (13)
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где 𝐴𝑖,snap = 𝑅𝑖,snap𝐴
𝑖𝑅𝑇

𝑖,snap, 𝑆
𝑖,snap = 𝑅𝑖,snap𝑆

𝑖𝑅𝑇
𝑖,snap. Здесь 𝐴𝑖 и 𝑆𝑖 матричные

представления билинейной формы 𝑎𝑖(𝑢, 𝑣) и 𝑠𝑖(𝑢, 𝑣)

𝑎𝑖(𝑢, 𝑣) =

∫︁
𝐾𝑖

𝜇∇𝑢 · ∇𝑣 𝑑𝑥, 𝑠𝑖(𝑢, 𝑣) =

∫︁
𝜕𝐾𝑖

𝑢 · 𝑣 𝑑𝑥.

Расставляем собственные значения в порядке возрастания и выбираем пер

вые собственные векторы, соответствующие первым 𝑀𝑖 наименьшим собствен

ным значениям 𝜓𝑖
𝑘 = 𝑅𝑖,snap𝜓

𝑖,snap
𝑘 как базисные функции (𝑘 = 1, ...,𝑀𝑖)

𝑉 𝐻 = span{𝜓𝑖
𝑘 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁𝑒, 1 ≤ 𝑘 ≤𝑀𝑖},

Это многомасштабное пространство будет использоваться в качестве аппрокси

мационного пространства для скорости.

Во второй главе представлен многомасштабный метод разрывного Галер

кина для задач в перфорированных областях с неоднородными граничными

условиями на перфорациях.

Рассматриваем эллиптическое уравнение в перфорированной области

ℒ(𝑢) = 𝑓, 𝑥 ∈ Ω, (14)

со следующими граничными условиями

𝑢 = 𝑔𝑔, 𝑥 ∈ Γ𝑔, ℬ(𝑢) = 𝛼𝑢+ 𝑔𝑝, 𝑥 ∈ Γ𝑝, (15)

где 𝑓 – источник, ℒ обозначает линейный дифференциальный оператор, ℬ яв

ляется оператором производной по нормали и 𝜕Ω = Γ𝑔 ∪ Γ𝑝.

� Для оператора Лапласа имеем

ℒ(𝑢) = ∇ · 𝑞(𝑢), ℬ(𝑢) = 𝑞 · 𝑛, (16)

где 𝑞(𝑢) = −𝑘∇𝑢 – поток, 𝑘 – коэффициент диффузии и 𝑛 – внешняя

единичная нормаль на 𝜕Ω.

� Для оператора упругости имеем

ℒ(𝑢) = ∇ · 𝜎(𝑢), ℬ(𝑢) = 𝜎 · 𝑛, (17)

где

𝜎(𝑢) = 2𝜇𝜀(𝑢) + 𝜆∇ · 𝑢 ℐ, 𝜀(𝑢) =
1

2
(∇𝑢+∇𝑢𝑇𝑟).

Здесь 𝑢 - вектор перемещения, 𝜀(𝑢) – тензор деформации, 𝜎(𝑢) – тензор

напряжения, 𝑢𝑇𝑟 – транспонирование вектора 𝑢, 𝜆 и 𝜇 – коэффициенты

Ламé.
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Для аппроксимации на мелкой сетке используется метод разрывного Галер

кина (IPDG).

Аппроксимация на грубой сетке

Для аппроксимации грубой сетки используем DG-подход и рассматриваем

два типа базисных функций, привязанных к двум границам: (1) внешние гра

ницы Γ𝑖
𝑔 и (2) граница перфорации Γ𝑖

𝑝.

Многомасштабные базисные функции внешних границ. В локальном

снэпшот пространстве, состоящем из функций 𝑢𝑖𝑙, которые являются решениями

следующей локальной задачи

ℒ(𝑢𝑖𝑙) = 0, 𝑥 ∈ 𝐾𝑖 (18)

с краевыми условиями на внешних границах

𝑢𝑖𝑙 = 𝑔𝑙𝑖, 𝑥 ∈ Γ𝑖
𝑔,

на границах перфорации ставим однородное граничное условие

ℬ(𝑢𝑖𝑙) = 𝛼𝑢𝑖𝑙, 𝑥 ∈ Γ𝑖
𝑝.

где 𝑙 = 1, . . . , 𝐿𝑔
𝑖 . Для оператора Лапласа у нас есть локальные задачи 𝐿𝑔

𝑖 = 𝐽𝑔
𝑖 ,

где 𝐽𝑔
𝑖 - количество граней мелкой сетки на Γ𝑖

𝑔, а 𝑔𝑙𝑖 = 𝛿𝑙𝑖 это дельта-функция

Кронекера, которая равна 1, если 𝑖 = 𝑙, и равна 0 в противном случае. Для опе

ратора упругости у нас есть локальные задачи 𝐿𝑔
𝑖 = 𝑑 · 𝐽𝑔

𝑖 , где 𝑑 – размерность,

а 𝑔𝑙𝑖 = (𝛿𝑙𝑖, 0) и (0, 𝛿𝑙𝑖) для 𝑑 = 2.

Для того чтобы уменьшить размер снэпшот пространства, мы решаем сле

дующую локальную спектральную задачу в снэпшот пространстве 𝑉 𝑖,snap
𝑔

𝐴𝐾𝑖
𝑔 𝜓

𝑖
𝑔 = 𝜆𝑜𝑆

𝐾𝑖
𝑔 𝜓𝑖

𝑔, (19)

где

𝐴𝐾𝑖
𝑔 = 𝑅𝑖,snap

𝑔 𝐴𝐾𝑖

ℎ (𝑅𝑖,snap
𝑔 )𝑇 , 𝑆𝐾𝑖

𝑔 = 𝑅𝑖,snap
𝑔 𝑆𝐾𝑖

ℎ (𝑅𝑖,snap
𝑔 )𝑇 .

Затем мы располагаем собственные значения в порядке возрастания и вы

бираем первые собственные векторы, соответствующие первым наименьшим

собственным значениям 𝜓𝑖
𝑔,𝑘 = (𝑅

𝑖,snap
𝑔 )𝑇𝜓𝑖

𝑔,𝑘 в качестве базисных функций

(𝑘 = 1, ...,𝑀 𝑖
𝑔)

𝑉 𝑔
𝐻 = span{𝜓𝑖

𝑔,𝑘 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁𝐻
𝑐𝑒𝑙𝑙, 1 ≤ 𝑘 ≤𝑀 𝑖

𝑔}.
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Многомасштабные базисные функции границ перфораций. Для учета

неоднородных граничных условий на границах перфорации мы строим допол

нительные многомасштабные базисные функции. Снэпшот пространство созда

ется путем решения следующей задачи в локальной области 𝐾 𝑖, содержащей

перфорации,

ℒ(𝑢𝑖𝑙) = 0, 𝑥 ∈ 𝐾𝑖 (20)

со следующими краевыми условиями на внешних границах

𝑢𝑖𝑙 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑖
𝑔,

на границах перфорации, задаём граничное условие

ℬ(𝑢𝑖𝑙) = 𝛼𝑢𝑖𝑙 + 𝑔𝑙𝑖, 𝑥 ∈ Γ𝑖
𝑝,

где 𝑙 = 1, . . . , 𝐿𝑝
𝑖 , 𝐿

𝑝
𝑖 = 𝐽𝑝

𝑖 для задачи Лапласа и 𝐿𝑝
𝑖 = 𝑑𝐽𝑝

𝑖 для задачи упругости

(𝐽𝑝
𝑖 количество граней мелкой сетки на Γ𝑖

𝑝).

Выполняем понижение размерности в снэпшот пространстве, используя ло

кальную спектральную задачу

𝐴𝐾𝑖
𝑝 𝜓

𝑖
𝑔,𝑘 = 𝜂𝑆𝐾𝑖

𝑝 𝜓𝑖
𝑔,𝑘, (21)

где

𝐴𝐾𝑖
𝑝 = 𝑅𝑖,snap

𝑝 𝐴𝐾𝑖

ℎ (𝑅𝑖,snap
𝑝 )𝑇𝑟, 𝑆𝐾𝑖

𝑝 = 𝑅𝑖,snap
𝑝 𝑆𝐾𝑖

ℎ (𝑅𝑖,snap
𝑝 )𝑇𝑟.

Собственные значения расположены в порядке возрастания, и, выбирая пер

вые собственные векторы, соответствующие первым наименьшим собственным

значениям, определяем базисные функции разномасштабной границы перфора

ции

𝑉 𝑝
𝐻 = span{𝜓𝑖

𝑔,𝑘 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁𝐻
𝑐𝑒𝑙𝑙,𝑝, 2 ≤ 𝑘 ≤𝑀 𝑖

𝑝},

где 𝜓𝑖
𝑔,𝑘 = (𝑅

𝑖,snap
𝑝 )𝑇𝑟𝜓𝑖

𝑔,𝑘 для 𝑘 = 1, ...,𝑀 𝑖
𝑝, 𝑁𝑐𝑒𝑙𝑙,𝑝 – количество локальных обла

стей с перфорацией.

Система грубого масштаба
Для построения системы грубой сетки, генерируем матрицу проекции с ис

пользованием многомасштабных базисных функций.

𝑅 =
[︁
𝜓1
𝑔,1, . . . , 𝜓

𝑁𝑔

𝑔,𝑀
𝑁𝑔
𝑔

, 𝜓1
𝑝,1, . . . , 𝜓

𝑁𝑝

𝑝,𝑀
𝑁𝑝
𝑝

, 𝜑1, . . . , 𝜑𝑁𝐻
𝑐𝑒𝑙𝑙

]︁𝑇𝑟
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Используя матрицу проекции, получим следующую систему грубой сетки в

матричной форме:

𝐴𝐻𝑈𝐻 = 𝐹𝐻 , (22)

где

𝐴𝐻 = 𝑅𝐴ℎ𝑅
𝑇𝑟, 𝐹𝐻 = 𝑅𝐹ℎ.

После расчета решения грубого масштаба мы можем восстановить мелкомас

штабное решение 𝑈𝑚𝑠 = 𝑅𝑇𝑟𝑈𝐻 .

На рисунке 1 представлены результаты эталонных и многомасштабных ре

шений для задачи переноса с неоднородными граничными условиями на пер

форациях.

Рис. 1. Распределение концентрации в конечный момент времени. Слева: Эталонное решение.

Центр: Многомасштабное решение без базисных функций для перфораций. Справа: Многомас

штабное решение с использованием базисных функций для перфораций.

В третьей главе представлен многомасштабный метод для задач течения

и переноса в тонких областях. Мы будем рассматривать задачу переноса (2),

которое описывается уравнением конвекции-диффузии в тонкой области Ω. Для

описания течений в тонкой области будем использовать систему уравнений

Стокса

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜇∆𝑢+∇𝑝 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,

∇ · 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω.
(23)

Уравнения (2) и (23) имеют следующие начальные условия

𝑐 = 𝑐0, 𝑢 = 𝑢0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 = 0.

Более того, рассматриваются следующие граничные условия для задачи тече
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ния (23)

𝑢 = 𝑔, 𝑥 ∈ Γ𝑖𝑛,

(∇𝑢− 𝑝ℐ) · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑜𝑢𝑡,

𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑤,

где 𝑛 – единичный вектор внешней нормали на 𝜕Ω, ℐ – единичная матрица,

Γ𝑖𝑛 – граница входа потока, Γ𝑜𝑢𝑡 – граница выхода потока, Γ𝑤 – реактивная

граница тонкой области, Γ𝑤 ∪ Γ𝑖𝑛 ∪ Γ𝑜𝑢𝑡 = 𝜕Ω.

Для задачи переноса имеем следующие входные и выходные граничные

условия

𝑐 = 𝑐𝑖𝑛, 𝑥 ∈ Γ𝑖𝑛,

−𝐷∇𝑐 · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑜𝑢𝑡,

и задаем смешанный тип граничного условия

−𝛽𝐷∇𝑐 · 𝑛 = 𝛼(𝑐− 𝑐𝑤) + 𝜁𝑔 𝑥 ∈ Γ𝑤,

где получаем граничные условия Дирихле для 𝛽 = 𝜁 = 0, 𝛼 = 1, граничные

условия Неймана для 𝛽 = 𝜁 = 1, 𝛼 = 0, и граничные условия Робина для 𝛽 = 1,

𝜁 = 0.

Для того чтобы решить задачу, мы генерируем мелкую сетку и воспользу

емся методом конечных элементов для аппроксимации по пространству.

Аппроксимация на грубой сетке

Для построения аппроксимации на грубой сетке мы используем DG

GMsFEM. Рассмотрены два типа многомасштабных пространств для тече

ния:

� Тип 1. Многомасштабное пространство для течения определяется таким

образом, чтобы снэпшот пространства и спектральные задачи строились

отдельно для каждого направления потока.

� Тип 2. Многомасштабное пространство для течения определяется таким

образом, чтобы снэпшот пространства и спектральные задачи были по

строены для всего вектора скорости.

Для концентрации рассмотрены также два типа многомасштабных про

странств:
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� Тип 1. Многомасштабное пространство, для которого граница локальной

области и реактивная граница обрабатываются отдельно. Снэпшот про

странства строятся отдельно с соответствующими спектральными задача

ми для каждой из них.

� Тип 2. Многомасштабное пространство, для которого граничное условие

Дирихле применяется на всей границе, с соответствующими спектраль

ными задачами для выделения доминантной моды.

Мы будем рассматривать два типа границ: (1) интерфейс между локальными

областями Γ𝐸 и (2) реактивные границы стенок Γ𝑤.

Для построения системы грубой сетки, строим матрицы проекции, исполь

зуя вычисленные многомасштабные базисные функции для скорости и концен

трации

𝑅𝑢 = [𝜓1, . . . , 𝜓𝑁𝑢
]𝑇 , 𝑅𝑝 =

[︀
𝜂1, . . . , 𝜂𝑁𝑝

]︀𝑇
, 𝑅𝑐 = [𝜑1, . . . , 𝜑𝑁𝑐

]𝑇 .

Используя эти матрицы, получаем следующие вычислительные системы в

матричной форме:

� Задача течения:

1

𝜏

(︃
𝑀𝑢

𝐻 0

0 0

)︃(︃
𝑢𝐻 − �̌�𝐻

𝑝𝐻 − 𝑝𝐻

)︃
+

(︃
𝐴𝑢

𝐻 𝐵𝑇
𝐻

𝐵𝐻 0

)︃(︃
𝑢𝐻

𝑝𝐻

)︃
=

(︃
𝐹 𝑢
𝐻

𝐹 𝑝
𝐻

)︃
, (24)

где

𝑀𝑢
𝐻 = 𝑅𝑢𝑀

𝑢
ℎ𝑅

𝑇
𝑢 , 𝐴𝑢

𝐻 = 𝑅𝑢𝐴
𝑢
ℎ𝑅

𝑇
𝑢 , 𝐵𝐻 = 𝑅𝑢𝐵ℎ𝑅

𝑇
𝑝 , 𝐹 𝑢

𝐻 = 𝑅𝑢𝐹
𝑢
ℎ , 𝐹 𝑢

𝐻 = 𝑅𝑝𝐹
𝑝
ℎ ,

а после решения аппроксимации грубого масштаба восстанавливаем ско

рость на мелкой сетке 𝑢𝑚𝑠 = 𝑅𝑇
𝑢𝑢𝐻 .

� Задача переноса:

1

𝜏
𝑀 𝑐

𝐻(𝑐𝐻 − 𝑐𝐻) + (𝐴𝑐
𝐻 + 𝐶𝑐

𝐻(𝑢𝑚𝑠))𝑐𝐻 = 𝐹 𝑐
𝐻 , (25)

где

𝑀 𝑐
𝐻 = 𝑅𝑐𝑀

𝑐
ℎ𝑅

𝑇
𝑐 , 𝐴𝑐

𝐻 = 𝑅𝑐𝐴
𝑐
ℎ𝑅

𝑇
𝑐 , 𝐶𝑐

𝐻(𝑢𝑚𝑠) = 𝑅𝑐𝐶
𝑐
ℎ(𝑢𝑚𝑠)𝑅

𝑇
𝑐 , 𝐹 𝑐

𝐻 = 𝑅𝑐𝐹
𝑐
ℎ

и восстанавливаем концентрацию на мелкой сетке 𝑐𝑚𝑠 = 𝑅𝑇
𝑐 𝑐𝐻 .

На рисунке 2 представлено решение задачи в трёхмерной области.
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Рис. 2. Эталонные и многомасштабные решения скорости (a) и концентрации (b) в конечный

момент времени. Слева: Эталонное решение. Справа: Многомасштабное решение с 20 много

масштабными базисными функциями Типа 1.

В четвертой главе рассматривается упрощенная задача МГД в перфориро

ванных областях и предложен многомасштабный метод его решения на грубой

сетке.

Рассматривается магнитное поле 𝐵 = (0, 0, 𝐵) перпендикулярное полю ско

рости 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 0) в двумерной перфорированной области Ω, таким образом

упрощенные уравнения МГД без подъёмной силы и гидродинамического кон

вективного члена описываются следующим образом:

∇ · (𝑢𝐵)−∇ · (𝑅−1
𝑒𝑚
∇𝐵) = 0, 𝑥 ∈ Ω,

−𝑅−1
𝑒 ∆𝑢+∇𝑝− 𝑆𝑐𝐵∇𝐵 = 0, 𝑥 ∈ Ω,

∇ · 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω,

(26)

где 𝑅𝑒 – гидродинамическое число Рейнольдса, 𝑅𝑒𝑚 – магнитное число Рей

нольдса, 𝑆𝑐 – параметр взаимодействия.

Пусть 𝐷 = 𝑅−1
𝑒𝑚

, 𝑞 = −𝐷∇𝐵 является потоком и Ω является перфориро

ванной областью. Запишем уравнения (26) в смешанной форме и используем

итерации Пикара

� Найти (𝑞𝑘+1, 𝐵𝑛+1) из

𝐷−1𝑞𝑘+1 +∇𝐵𝑘+1 = 0,

∇𝑞𝑘+1 +∇(𝑢𝑘𝐵𝑘+1) = 0.
(27)

� Найти (𝑢𝑘+1, 𝑝𝑛+1) из

−𝑅−1
𝑒 ∆𝑢𝑘+1 +∇𝑆𝑐𝑝

𝑘+1 + 𝑆𝑐𝐷
−1𝐵𝑘+1𝑞𝑘+1 = 0,

∇𝑢𝑘+1 = 0
(28)

и рассмотрим со следующими граничными условиями

𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑃 , (∇𝑢− 𝑝ℐ) · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω/Γ𝑃 ,
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𝐵 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑃 , 𝐵 = 𝑔, 𝑥 ∈ Γ1, 𝑞 · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ2,

где 𝑘 – нелинейная итерация, Γ𝑃 – граница перфорации, Γ1∪Γ2∪Γ𝑃 = 𝜕Ω, 𝑛 –

единичный вектор внешней нормали на 𝜕Ω и ℐ представляет собой единичную

матрицу 𝑛× 𝑛.

Задача магнитного поля решается на мелкой сетке с использованием эле

мента Равиар-Томаса низшего порядка. Для аппроксимации задачи течения на

мелкой сетке используется разрывный метод Галеркина. Для аппроксимации

задачи магнитного поля на грубой сетке мы используем смешанный GMsFEM,

а для задачи течения DG-GMsFEM.

На рисунке 3, мы представляем результаты предлагаемого метода многомас

штабного анализа для МГД.

Рис. 3. Распределение магнитного поля (сверху) и поля скорости (снизу). Слева: Эталонное

решение (мелкая сетка). Справа: Многомасштабное решение.

Наконец, в пятой главе рассматривается численная реализация процессов

тепломассопереноса в неоднородных средах.

Рассматривается задача течения и теплообмена в неоднородной области Ω =

Ω1 + Ω2. Уравнение течения описывается моделью Бринкмана

𝜇∆𝑢−∇𝑝+ 𝐴𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω,

∇ · 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω
(29)

со следующими граничными условиями

𝑢 = 𝑔, 𝑥 ∈ Γ𝐿, (𝜇∇𝑢− 𝑝ℐ) · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑅, 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑇 ∪ Γ𝐵,

где 𝜇 – вязкость, 𝑝 – давление, 𝐴 = 𝑘−1. Здесь проницаемость 𝑘 в области

препятствий Ω2 определяется с использованием уравнения Кармана-Козени

𝐴 =

⎧⎨⎩ 0, 𝑥 ∈ Ω1,

−𝐶 (1− 𝜖)2

𝜖3 + 𝑏
, 𝑥 ∈ Ω2,
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где 𝐶 – постоянная, учитывающая морфологию мягких областей, 𝜖 – пори

стость, 𝑏 – постоянная, введенная во избежание деления на ноль.

Уравнение теплообмена описывается уравнением конвекции-диффузии с за

данным полем скоростей 𝑢

𝛼

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢 · grad𝑇

)︂
− div ·(𝜆 grad𝑇 ) = 0, 𝑥 ∈ Ω (30)

с начальным условием 𝑇 = 𝑇0 и граничными условиями

𝑇 = 𝑇1, 𝑥 ∈ Γ𝐿, −𝜆𝜕𝑇
𝜕𝑛

= 0, 𝑥 ∈ Γ𝑅 ∪ Γ𝑇 ∪ Γ𝐵,

где 𝜕Ω = Γ𝐿 ∪ Γ𝑅 ∪ Γ𝑇 ∪ Γ𝐵.

Для коэффициентов уравнения имеем следующие соотношения

𝛼 =

{︃
𝜌𝑤𝑐𝑤, 𝑥 ∈ Ω1,

𝜌𝑠𝑐𝑐𝑠𝑐, 𝑥 ∈ Ω2,
𝜆 =

{︃
𝜆𝑤, 𝑥 ∈ Ω1,

𝜆𝑠𝑐, 𝑥 ∈ Ω2,

где 𝜌𝑤, 𝑐𝑤, 𝜆𝑤 и 𝜌𝑠𝑐, 𝑐𝑠𝑐, 𝜆𝑠𝑐 – плотность, удельная теплоемкость и теплопровод

ность воды и гранул соответственно.

Для аппроксимации задачи на мелкой сетке используем разрывный метод

Галеркина (IPDG) как для уравнений теплообмена, так и для уравнений тече

ния. Для аппроксимации грубой сетки, используем обобщенный метод конеч

ных элементов разрывного Галеркина для задачи течения.

Результаты расчетов показаны на рисунке 4.

Рис. 4. Распределение скорости (𝑢𝑥 и 𝑢𝑦), давления и температуры (слева направо).

Основные результаты работы. Диссертационная работа посвящена разра

ботке и численной реализации многомасштабных математических моделей про

цессов течения и переноса в неоднородных, тонких и перфорированных средах.

В диссертационной работе получены следующие основные результаты:
1. Разработан и численно реализован вычислительный алгоритм обобщен

ного многомасштабного метода разрывного Галеркина, пригодный для ре

шения задач в перфорированных областях с неоднородными граничны

ми условиями на перфорациях. Численные результаты представлены для
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различных концепций построения грубой сетки. Предлагаемый многомас

штабный метод для перфорированных областей дает хорошие результаты

и существенное уменьшение размера дискретной системы.

2. Построена математическая модель течения жидкости в пористых средах,

основанная на уравнениях Стокса и нестационарного уравнения конвек

ции-диффузии с неоднородными граничными условиями на стенках. Для

ее численной реализации предложен обобщённый многомасштабный ме

тод разрывного Галеркина для решения задач течения и переноса в тонких

областях. Представлены численные результаты для трех тестовых геомет

рий в дву- и трехмерных постановках, демонстрирующих эффективность

предложенного метода.

3. Рассмотрен и исследован алгоритм смешанного обобщённого многомас

штабного метода конечных элементов для упрощенной задачи магнитной

гидродинамики в перфорированных средах в смешанной формулировке

для магнитного поля. Уменьшение вычислительных ресурсов осуществле

но посредством применения для задачи магнитного поля смешанного мно

гомасштабного метода, а для задачи течения был использован многомас

штабный метод разрывного Галеркина. Численные результаты представ

лены для двумерной модельной задачи. Предложенный многомасштабный

метод показывает хорошую точность с использованием небольшого коли

чества базисных функций.

4. Проведена численная реализация математической модели Бринкмана и

процессов тепломассопереноса в неоднородных пористых средах с помо

щью обобщённого многомасштабного метода разрывного Галеркина. При

ведены численные результаты, полученные для двумерной модельной за

дачи. Из полученных результатов следует, что данный многомасштабный

метод показывает высокую точность для данного типа задач.
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