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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìîäåëèðîâàíèå êâàòåðíèîíîâ ñëåäóåò çà ïîòðåáíî-

ñòÿìè ðàçâèòèÿ ìíîãîìåðíûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ÿâëÿåòñÿ àêòó-

àëüíîé òåìîé èññëåäîâàíèé â îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, âðàùå-

íèå òâåðäûõ òåë, àýðîêîñìè÷åñêàÿ èíæåíåðèÿ, îáðàáîòêà ñèãíàëîâ è öâåòîâàÿ

îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé. À. Ïóàíêàðå ïèñàë î êâàòåðíèîíàõ: ¾Èõ ïîÿâëåíèå

äàëî ìîùíûé òîë÷îê ðàçâèòèþ àëãåáðû; èñõîäÿ îò íèõ, íàóêà ïîøëà ïî ïóòè

îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ÷èñëà, ïðèäÿ ê êîíöåïöèÿì ìàòðèöû è ëèíåéíîãî îïåðàòî-

ðà, ïðîíèçûâàþùèì ñîâðåìåííóþ ìàòåìàòèêó. Ýòî áûëà ðåâîëþöèÿ â àðèôìå-

òèêå, ïîäîáíàÿ òîé, êîòîðóþ ñäåëàë Ëîáà÷åâñêèé â ãåîìåòðèè¿. Ðàçäåëåííûå

êâàòåðíèîíû ÿâëÿþòñÿ äàëüíåéøèì ðàñøèðåíèåì ÷åòûðåõìåðíîé àëãåáðû. Â

ðàáîòå D.C. Brody è E.M. Graefe îòìå÷àåòñÿ, ÷òî èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêèõ

ñâîéñòâ è àëãîðèòìîâ äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿ-

åòñÿ êëþ÷îì ê ðàçâèòèþ ïðèëîæåíèé êâàòåðíèîííîé ìîäåëè. Êâàòåðíèîííàÿ

àëãåáðà Q è ðàçäåëåííàÿ êâàòåðíèîííàÿ àëãåáðà Hs - ýòî ñèñòåìà ãèïåðêîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùàÿ èç ÷èñåë ñëåäóþùèõ ôîðì:

Q = {𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2i + 𝑥3j + 𝑥4k, i
2 = j2 = k2 = −1, ijk = −1},

ãäå 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ R, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

Hs = {𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2i + 𝑥3j + 𝑥4k, i
2 = −1, j2 = k2 = 1, ijk = 1},

ãäå 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ R, ij = −ji = k, jk = −kj = −i, ki = −ik = j.

Ìíîãèå ó÷åíûå îòìå÷àþò, ÷òî ìîäåëü êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö ïîçâîëÿåò ñî-

õðàíèòü âíóòðåííþþ ñâÿçü èíôîðìàöèè â ìíîãîìåðíûõ äàííûõ. Ìàòðè÷íûå

äåêîìïîçèöèè â ÷åòûðåõìåðíûõ àëãåáðàõ îáåñïå÷èâàþò åñòåñòâåííóþ è ãèá-

êóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó ïðè ðàáîòå ñ ìóëüòèìîäàëüíûìè äàííûìè. Èçó-

÷åíèå ìàòðè÷íûõ äåêîìïîçèöèé â êâàíòîâîé îáðàáîòêå èíôîðìàöèè èãðàåò

êëþ÷åâóþ ðîëü â ïåðåäà÷å è âû÷èñëåíèè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Í.Ã. Ìàð÷óê è

Ä.Ñ. Øèðîêîâ ðàñøèðèëè òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Êëèôôîðäà è ðàçðà-

áîòàëè òèïè÷íûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ è êâàòåðíèîíàõ

â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â èíôîðìàòèêå àëãîðèòìû êâàòåðíèîíîâ

øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè îáðàáîòêå 3D-ñèãíàëîâ è öâåòíûõ èçîáðàæåíèé,
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âêëþ÷àÿ øóìîïîäàâëåíèå ñèãíàëà, ôèëüòðàöèþ ñèãíàëà, ñæàòèå è ðåêîíñòðóê-

öèþ èçîáðàæåíèé. Ýòî òàêæå âàæíûé èíñòðóìåíò â ìàøèííîì îáó÷åíèè è

ðàñïîçíàâàíèè èíôîðìàöèè. À.Á. Áîãàòûðåâ è äð. ïðåäëîæèëè ðÿä íîâûõ àíà-

ëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ìíîãîïîëîñíûõ ôèëüòðîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó-

÷àòü ôèëüòðû ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ïîðÿäêà â øèðîêîì äèàïàçîíå êëàññîâ

õàðàêòåðèñòèê. È.Ã. Êàçàíöåâ ñ êîëëåãàìè ðåàëèçîâàëè ðàñøèðåíèå ïðèëîæå-

íèé îò êâàòåðíèîíîâ äî âûñîêîðàçìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ äàííûõ. À.Â. Ïåíåí-

êî è äð. èññëåäîâàëè îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé õèìè÷åñêîãî

ïåðåíîñà ñ äàííûìè èçìåðåíèé òèïà èçîáðàæåíèé. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êâà-

òåðíèîííûå ìàòðè÷íûå äåêîìïîçèöèè íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â íàóêå è

òåõíèêå, èõ ðåøåíèå ñîïðÿæåíî ñî ìíîãèìè òðóäíîñòÿìè: (1) Ïðîèçâåäåíèÿ

êâàòåðíèîíîâ íå ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíûìè; (2) Îïåðàöèè ñ êâàòåðíèîííû-

ìè ìàòðèöàìè äîñòàòî÷íî ðåñóðñîåìêèå; (3) Ðàçäåëåííûå êâàòåðíèîíû èìåþò

ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû, òàêèå êàê äåëèòåëè íóëÿ, íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû,

íåòðèâèàëüíûå èäåìïîòåíòû è òàê äàëåå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå èçâåñòíûì è ïîëåçíûì ïðîãðàììíûì îáåñ-

ïå÷åíèåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ ïàêåò ïðîãðàìì äëÿ

âû÷èñëåíèÿ êâàòåðíèîíîâ íà áàçå Matlab, ðàçðàáîòàííûé S. Sangwine è N.L.

Bihan â 2005 ãîäó. Îäíàêî ýòà ïðîãðàììà â ïåðâóþ î÷åðåäü îñíîâàíà íà ïðÿ-

ìîé àðèôìåòèêå êâàòåðíèîíîâ, à âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ èìååò âûñîêóþ

ñëîæíîñòü è íå ñïîñîáåí âû÷èñëÿòü ðåçóëüòàòû äëÿ äàííûõ âûñîêîé ðàçìåð-

íîñòè. Âî-âòîðûõ, àëãîðèòì ìàòðè÷íîé äåêîìïîçèöèè íå ñîâåðøåíåí, è åãî

ñëîæíî ïðèìåíÿòü íåïîñðåäñòâåííî ê ñëîæíûì çàäà÷àì êâàòåðíèîííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ. È ñíîâà íå óïîìèíàåòñÿ ïðîãðàììà, ñâÿçàííàÿ ñ àëãîðèòìîì ðàçäå-

ëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö. Êðîìå òîãî, àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè ìàòðèöû

â êíèãå ¾Âû÷èñëåíèå êâàòåðíèîííîé ìàòðèöû¿, îïóáëèêîâàííîé Ì.S. Wei è

äð. â 2018 ãîäó, íå ÿâëÿåòñÿ âñåîáúåìëþùèì, è åùå åñòü àëãîðèòìû, òðåáóþ-

ùèå ðåøåíèÿ è îïòèìèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñîçäàíèÿ íîâûõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ òåõíîëîãèé, íàïðàâëåííûõ íà óñòîé÷èâîå è ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå äå-

êîìïîçèöèè êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö, à òàêæå íà ïîèñê íîâûõ ðåøåíèé íåêîòî-

ðûõ çàäà÷ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è öâåòíûõ èçîáðàæåíèé.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ àëãî-

ðèòìîâ äåêîìïîçèöèé ÷åòûðåõìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìàòðèö, âêëþ÷àÿ äå-
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êîìïîçèöèþ ñ íèçêîãî ðàíãà, äåêîìïîçèöèþ ñ ïîëíîãî ðàíãà, äåêîìïîçèöèþ

ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, äåêîìïîçèöèþ ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ñëåäóþùèå

çàäà÷è:

1. Ðàçðàáîòêà âåùåñòâåííûõ ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó àëãîðèòìîâ äëÿ íèç-

êîðàíãîâîé äåêîìïîçèöèè ÷èñòî ìíèìûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö.

2. Ðàçðàáîòêà ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó àëãîðèòìîâ ïîëíîðàíãîâîé äåêîì-

ïîçèöèè ìàòðèö êâàòåðíèîíîâ, àíàëèç âðåìåíè âûïîëíåíèÿ è îöåíêà

îøèáêè àëãîðèòìîâ.

3. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ îáîáùåííîé ñîáñòâåííîé äåêîìïîçèöèè ðàçäå-

ëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö, àíàëèç âðåìåíè âûïîëíåíèÿ è îöåíêà

îøèáêè àëãîðèòìîâ.

4. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ äåêîìïîçèöèè ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì è

îáîáùåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì ðàçäåëåííûõ êâà-

òåðíèîííûõ ìàòðèö.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì

ïóíêòàì ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè 1.2.2. ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñ-

ëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì:

1. Íîâûé àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè ñ íèçêèì ðàíãîì äëÿ êâàòåðíèîííûõ

ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ÷èñòî ìíèìûõ ñâîéñòâ ïðè ñæà-

òèè è øóìîïîäàâëåíèè äàííûõ 3D-ìîäåëåé (ï.2);

2. Äâà íîâûõ ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó àëãîðèòìà ïîëíîðàíãîâîé äåêîìïî-

çèöèé êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö (ï.2);

3. Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû îáîáùåííîé äåêîìïîçèöèè ïî ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ öâåòíûõ èçîáðàæåíèé (ï.1, ï.2);

4. Âïåðâûå ïðåäñòàâëåíà òåîðèÿ äåêîìïîçèöèè ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì

ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö è ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âíåäðå-

íèÿ è èçâëå÷åíèÿ öâåòíûõ âîäÿíûõ çíàêîâ íà îñíîâå èõ äåêîìïîçèöèè

(ï.3, ï.8).

Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå àëãîðèò-

ìîâ. Âî-ïåðâûõ, òåîðèé è áûñòðûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìîãóò ýôôåêòèâíî

íàõîäèòü äåêîìïîçèöèþ íèçêîãî ðàíãà, äåêîìïîçèöèþ ïîëíîãî ðàíãà, îáîá-

ùåííóþ ñîáñòâåííóþ äåêîìïîçèöèþ è äåêîìïîçèöèþ ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷å-
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íèÿì ìàòðèö êâàòåðíèîíîâ è ðàçäåëåííûõ ìàòðèö êâàòåðíèîíîâ. Âî-âòîðûõ,

ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì èìååò ïðåèìóùåñòâà ïî ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé è àíà-

ëèçó îøèáîê, à ñîçäàííûå ñõåìû îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è öâåòíûõ èçîáðàæåíèé

îáëàäàþò âûñîêîé òî÷íîñòüþ è íàäåæíîñòüþ. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çà-

êëþ÷àåòñÿ â àëãîðèòìå, ïðåäëîæåííîì íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Matlab, è

ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó ðåøåíèÿõ ïî îáðàáîòêå ñèãíàëîâ è öâåòíûõ èçîáðàæå-

íèé, âêëþ÷àÿ øóìîïîäàâëåíèå òðåõìåðíîãî ñèãíàëà, ñæàòèå öâåòíîãî èçîáðà-

æåíèÿ, ðàñïîçíàâàíèå öâåòíûõ ëèö, âñòðàèâàíèå è èçâëå÷åíèå öâåòíûõ âîäÿ-

íûõ çíàêîâ è ò. ä. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ìîæåò ëó÷øå ðåøàòü ïîñòàâëåííûå

ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, ÷òî äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåò âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêî-

ãî ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:

1. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñæàòèÿ öâåòíûõ èçîáðàæåíèé è øóìîïîäàâëåíèÿ

òðåõìåðíîãî ñèãíàëà ðàçðàáîòàí âåùåñòâåííûé ñîõðàíÿþùèé ñòðóêòó-

ðó àëãîðèòì íèçêîðàíãîâîé äåêîìïîçèöèè ÷èñòî ìíèìûõ êâàòåðíèîí-

íûõ ìàòðèö;

2. Ïðåäëîæåíû äâà êîìïëåêñíûõ ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó àëãîðèòìà ïîë-

íîðàíãîâîé äåêîìïîçèöèè êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

öâåòíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö;

3. Ðàçðàáîòàíû òðè îáîáùåííûõ àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèé ïî ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèÿì äëÿ ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö è ñîçäàíà ñõåìà

äâóìåðíîãî ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà â àëãåáðå ðàçäåëåíèÿ

êâàòåðíèîíîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ öâåòíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö;

4. Ïðåäëîæåíû äâà âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèé ïî ñèíãó-

ëÿðíûì çíà÷åíèÿì äëÿ ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è öâåòíîãî âîäÿíîãî çíàêà.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷åíû èñïîëüçîâàíèåì êîððåêòíî ïî-

ñòðîåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ

âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèåé ïðåäëîæåííûõ àë-

ãîðèòìîâ è ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòî-

ðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà

ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:
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� Òðèíàäöàòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîä¼æíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ

"Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷",

Àêàäåìãîðîäîê, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, 2021;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, îáðàò-

íûå çàäà÷è è áîëüøèå äàííûå", ÑÂÔÓ, ßêóòñê, Ðîññèÿ, 2021;

� Åâðàçèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, Àêàäåìãîðîäîê,

Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, 2021;

� V Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ìíîãîìàñøòàáíûå ìåòîäû è

âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå íàó÷íûå âû÷èñëåíèÿ", ßêóòñê, Ðîññèÿ, 2022;

� The 3rd international conference on quaternion matrix computation and

applications, Jinan, China, 2023;

� Õ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ,

ïîñâÿùåííàÿ 30-ëåòèþ Àêàäåìèè íàóê Ðåñïóáëèêè Ñàõà (ßêóòèÿ),

ßêóòñê, Ðîññèÿ, 2023;

� Íàó÷íàÿ øêîëà äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìíî-

ãîìàñøòàáíûõ, ìóëüòèôèçè÷íûõ ïðîáëåì îñâîåíèÿ êðèîëèòîçîíû¿,

ßêóòñê, Ðîññèÿ, 2023;

� Ñåìèíàð ¾Àëãåáðû Êëèôôîðäà è ïðèëîæåíèÿ¿, Íàöèîíàëüíûé èññëå-

äîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿ Ìîñêâà, Ðîññèÿ,

2024;

� Îáùåèíñòèòóòñêèé íàó÷íûé ñåìèíàð, Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-

ìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ (ÈÂ-

ÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ) Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, 2024;

� Ñåìèíàð âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è ïðèëîæåíèÿ, Èíñòèòóò âû÷èñëè-

òåëüíîé ìàòåìàòèêè èì. Ã.È. Ìàð÷óêà ÐÀÍ Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2024.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëî îïóáëèêîâàíî 18 íàó÷íûõ ðàáîò

â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü (ÂÀÊ, Scopus, Web

of Science) [1-18], ïîëó÷åíî 1 ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè

ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ [19].

Ëè÷íûé âêëàä. Â ñòàòüÿõ [1-7], â êîòîðûõ ÿ ÿâëÿþñü ïåðâûì àâòîðîì,

ìíîé ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, äîêàçàíû òåîðåìû î êîððåêòíîñòè

ïîëó÷åííûõ çàäà÷, ðàçðàáîòàíû è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû âû÷èñëèòåëüíûå àë-

ãîðèòìû. Â ðàáîòàõ [8-18] ìíîé ðåàëèçîâàíû âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû,

ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû è ïðîâåä¼í àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
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ìåíòîâ. Ïîäãîòîâêà ê îïóáëèêîâàíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëàñü

ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà

ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Ïîëíûé îáú¼ì ðàáîòû ñîñòàâëÿ-

åò 148 ñòðàíèö ñ 39 ðèñóíêàìè è 11 òàáëèöàìè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò

156 íàèìåíîâàíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî Ôîí-

äà (ãðàíòû No. 23-41-00037 è No. 23-71-30013) è ñòèïåíäèÿ ïðàâèòåëüñòâà

ÊÍÐ (No. 202008370340).

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ñôîðìóëèðîâàíà öåëü ðàáîòû, ïîñòàâëåíû çàäà÷è, êîòîðûå

íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè. Äàåòñÿ êðàòêîå ñî-

äåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì. Íèæå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå íåêîòîðûõ ñèì-

âîëîâ, èñïîëüçîâàííûõ â äèññåðòàöèè.

Îáîçíà÷åíèå Îïèñàíèå

R Íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

C Íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Q = R⊕Ri⊕Rj⊕Rk Íàáîð êâàòåðíèîíîâ

Hs = R⊕Ri⊕Rj⊕Rk Íàáîð ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîíîâ

F𝑚×𝑛 Íàáîð 𝑚× 𝑛 ìàòðèö íàä F
𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2i + 𝐴3j + 𝐴4k (Ðàçäåëåííàÿ) êâàòåðíèîííàÿ ìàòðèöà

R(𝐴) = 𝐴1 Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ìàòðèöû 𝐴
𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2i− 𝐴3j− 𝐴4k Ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû 𝐴
𝐴𝑇 = 𝐴𝑇

1 + 𝐴𝑇
2 i + 𝐴𝑇

3 j + 𝐴𝑇
4 k Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû 𝐴

𝐴H = 𝐴𝑇
1 − 𝐴𝑇

2 i− 𝐴𝑇
3 j− 𝐴𝑇

4 k Ñîïðÿæåííîå òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû 𝐴
𝐴𝐻 = 𝐴𝑇

1 − 𝐴𝑇
2 i + 𝐴𝑇

3 j + 𝐴𝑇
4 k i-Ñîïðÿæåííîå òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû 𝐴

𝐴−1 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà 𝐴
𝐴† Îáîáùåííàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà 𝐴
‖𝐴‖𝐹 Íîðìà Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû 𝐴

Â ïåðâîé ãëàâå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçáûòî÷íûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè

êâàòåðíèîííîé ìîäåëè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ è âûñîêóþ ñëîæíîñòü ïðÿìûõ

îïåðàöèé ìåæäó êâàòåðíèîíàìè, ïîñòðîåí è óñîâåðøåíñòâîâàí àëãîðèòì íèç-

êîðàíãîâîé äåêîìïîçèöèè êâàòåðíèîííîé ìàòðèöû â äâóõ àñïåêòàõ:
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1. Ñîçäàíà íîâàÿ ôîðìà äåêîìïîçèöèè ÷èñòî ìíèìîé êâàòåðíèîííîé ìàòðèöû

íèçêîãî ðàíãà (LRDQ), ò.å. 𝐴 ≈ 𝐵𝐶, ãäå 𝐴 è 𝐵 � ÷èñòî ìíèìûå êâàòåðíèîí-

íûå ìàòðèöû, 𝐶 � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà. Äëÿ ýòîé äåêîìïîçèöèè â êà÷åñòâå

ôóíêöèè çàòðàò âûáðàíî êëàññè÷åñêîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå

min = ||𝐴−𝐵𝐶||2𝐹 = tr[(𝐴−𝐵𝐶)H(𝐴−𝐵𝐶)]. (1)

Îïòèìàëüíûé ðàçìåð øàãà èòåðàöèè ìàòðèö 𝐵 è 𝐶 îïðåäåëÿåòñÿ èõ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè, ðàâíûìè 0.

2. Ïðè ôàêòè÷åñêîì èòåðàòèâíîì âû÷èñëåíèè ââèäó òîãî, ÷òî ìàòðèöà êâàòåð-

íèîíîâ 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2i + 𝐴3j + 𝐴4k ∈ Q𝑚×𝑛 èçîìîðôíà âåùåñòâåííîé ìàòðèöå

𝐴R, òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ìîæåò áûòü îïòèìèçèðîâàí

𝐴R =

⎡⎢⎢⎣
𝐴1 −𝐴2 −𝐴3 −𝐴4

𝐴2 𝐴1 −𝐴4 𝐴3

𝐴3 𝐴4 𝐴1 −𝐴2

𝐴4 −𝐴3 𝐴2 𝐴1

⎤⎥⎥⎦ óäîâëåòâîðÿåò

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝐴+𝐵)R𝑐 = 𝐴R

𝑐 +𝐵R
𝑐 ,

(𝐴𝐶)R𝑐 = 𝐴R𝐶R
𝑐 ,

(𝑎𝐴)R𝑐 = 𝑎𝐴R
𝑐 ,

(2)

ãäå 𝐴R
𝑐 = [𝐴1;𝐴2;𝐴3;𝐴4].

Ïðèìåð 1. Ýêñïåðèìåíò ïî ñæàòèþ öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ: Íèçêîðàçìåðíîå

õðàíåíèå äîñòèãàåòñÿ ïóòåì äåêîìïîçèöèè èñõîäíîãî öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ

íà äâå ìàòðèöû íèçêîãî ðàíãà. Ðèñ.1 äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü 8

àëãîðèòìîâ ñæàòèÿ ïðè êîýôôèöèåíòå ñæàòèÿ �6�. Ðèñ.1(à)�(ç) ñîîòâåòñòâóåò

àëãîðèòìó TNMF (M.W. Berry è äð. 2007), àëãîðèòìó SVD (S.K. Singh è äð.

2009), àëãîðèòìó K-means (M.E. Celebi è äð. 2011), àëãîðèòìó RBSVD (Y. Li

è äð. 2017), àëãîðèòìó QSVD1-3 (S.J. Sangwine, 2007; M. Wei, 2018; S.C. Pei,

2003) è íàøåìó àëãîðèòìó LRDQ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 2. Ýêñïåðèìåíò ïî øóìîïîäàâëåíèþ 3D-ñèãíàëîâ: íà ðèñ.2 (a) ïîêà-

çàíû 3 êîìïîíåíòà äâèæåíèÿ (âåðòèêàëüíûé, âîñòîê-çàïàä è ñåâåð-þã) äàííûõ

3D-âîëí. Íà ðèñ.2(á) ïîêàçàíà ãèáðèäíàÿ âîëíà, ïîëó÷åííàÿ äîáàâëåíèåì ãàóñ-

ñîâñêîãî áåëîãî øóìà ñ èíòåíñèâíîñòüþ 0.01 ê òðåõìåðíûì âîëíîâûì äàííûì

íà ðèñ.2(a). Íà ðèñ.2(â) ïîêàçàíû ïðèáëèçèòåëüíûå èñõîäíûå âîëíîâûå äàí-

íûå, ñãåíåðèðîâàííûå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà ðàç-

äåëåíèÿ âîëí íà âîëíå äàííûõ ñ äîáàâëåííûì øóìîì íà ðèñ.2(á). Î÷åâèäíî,

÷òî ìåòîä ðàçäåëåíèÿ âîëí, îñíîâàííûé íà àëãîðèòìå LRDQ, ìîæåò õîðîøî

èìèòèðîâàòü èñõîäíûå âîëíîâûå äàííûå.
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à) PSNR=20.4698 á) PSNR=31.0960 â) PSNR=27.8393 ã) PSNR=32.3572

ä) PSNR=29.8679 å) PSNR=29.8679 æ) PSNR=29.8679 ç) PSNR=32.4452

Ðèñ. 1: Ñæàòîå èçîáðàæåíèå ¾Hats¿ ñ àíàëîãè÷íîé ñòåïåíüþ ñæàòèÿ CR ≈ 6.

à) á) â)

Ðèñ. 2: Òðåõìåðíîå ðàçäåëåíèå âîëí íà îñíîâå LRDQ.

Âî âòîðîé ãëàâå, äâà îñíîâíûõ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö èñïîëüçó-

þòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó àëãîðèòìîâ äëÿ ïîë-

íîé ðàíãîâîé äåêîìïîçèöèè ìàòðèö êâàòåðíèîíîâ - Äåêîìïîçèöèÿ ïîëíîãî

ðàíãà ìàòðèö êâàòåðíèîíîâ íà îñíîâå ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà è îðòîãîíà-

ëèçàöèè Øìèäòà. Ïðè ôàêòè÷åñêîì èòåðàòèâíîì âû÷èñëåíèè, ïîñêîëüêó ìàò-

ðèöà êâàòåðíèîíîâ 𝐴 = 𝐴1+𝐴2i +𝐴3j +𝐴4k = 𝑀1+𝑀2j = 𝑁1+k𝑁2 ∈ Q𝑚×𝑛

èçîìîðôíà, äëÿ ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö 𝐴𝐶1 è 𝐴𝐶2, ïðîöåññ âû÷èñ-

ëåíèÿ ìîæåò áûòü îïòèìèçèðîâàí

𝐴𝐶1 =

[︃
𝑀1 𝑀2

−𝑀 2 𝑀 1

]︃
óäîâëåòâîðÿåò

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝐴+𝐵)𝐶1

𝑟 = 𝐴𝐶1
𝑟 +𝐵𝐶1

𝑟 ,

(𝐴𝐶)𝐶1
𝑟 = 𝐴𝐶1

𝑟 𝐶𝐶1,

(𝑎𝐴)𝐶1
𝑟 = 𝑎𝐴𝐶1

𝑟 ,

(3)
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𝐴𝐶2 =

[︃
𝑁1 −𝑁 2

𝑁2 𝑁 1

]︃
óäîâëåòâîðÿåò

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝐴+𝐵)𝐶1

𝑟 = 𝐴𝐶1
𝑟 +𝐵𝐶1

𝑟 ,

(𝐴𝐶)𝐶1
𝑟 = 𝐴𝐶1

𝑟 𝐶𝐶1,

(𝑎𝐴)𝐶1
𝑟 = 𝑎𝐴𝐶1

𝑟 ,

(4)

ãäå𝑀1 = 𝐴1+𝐴2i,𝑀2 = 𝐴3+𝐴4i, 𝑁1 = 𝐴1+𝐴2i, 𝑁2 = 𝐴4+𝐴3i ∈ C𝑚×𝑛, 𝐴𝐶1
𝑟 =

[𝑀1;𝑀2], 𝐴
𝐶2
𝑐 =

[︂
𝑁1

𝑁2

]︂
.

Òåîðåìà 1. (QFRD) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝐴 ∈ Q𝑚×𝑛, rank(𝐴) = 𝑟. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò 𝐵𝐶1 ∈ C2𝑚×2𝑟, 𝐶𝐶1 ∈ C2𝑟×2𝑛, rank(𝐵𝐶1) = rank(𝐶𝐶1) = 2𝑟, òàêèå ÷òî

𝐴𝐶1
𝑟 = 𝐵𝐶1

𝑟 𝐶𝐶1, ò.å. 𝐴 = 𝐵𝐶.

Òåîðåìà 2. (QFRF) Ïóñòü 𝐴 ∈ Q𝑚×𝑛, rank(𝐴) = 𝑟. Òîãäà ñóùåñòâóþò

𝐵𝐶2 ∈ C2𝑚×2𝑟, 𝐶𝐶2
𝑐 ∈ C2𝑟×𝑛 è rank(𝐵𝐶2) = rank(𝐶𝐶2) = 2𝑟, òàêîé, ÷òî

𝐴𝐶2
𝑐 = 𝐵𝐶2𝐶𝐶2

𝑐 ⇐⇒ 𝐴 = 𝐵𝐶. Áîëåå òîãî, â ýòîé òî÷êå ëþáûå äâà âåêòîðà-

ñòîëáöà èç 𝐵 îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.

Ïðèìåð 1. Ýêñïåðèìåíò ïî ðàñïîçíàâàíèþ öâåòíûõ ëèö: Èç ïîëíîðàíãîâîé

äåêîìïîçèöèè ìàòðèöû êâàòåðíèîíîâ âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ min = ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖, à çàòåì öåëü èäåíòèôèêàöèè äîñòèãàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ êëàññèôèêàòîðà áëèæàéøåãî ñîñåäà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.3.

Ðèñ. 3: Áëîê-ñõåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö.

Ðèñ. 4: Êîýôôèöèåíò ðàñïîçíàâàíèÿ GFRD, QFRD è QFRF.
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Íà ðèñ.4 ïîêàçàí âûáîð 10, 20, 30 è 40 ôîòîãðàôèé â êà÷åñòâå èñïûòóå-

ìûõ â äâóõ áàçàõ äàííûõ. Ïåðâûå 13 ôîòîãðàôèé êàæäîãî èñïûòóåìîãî â áàçå

äàííûõ ¾Faces95¿ èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå òðåíèðîâî÷íûõ èçîáðàæåíèé, ïåð-

âûå 9 ôîòîãðàôèé êàæäîãî èñïûòóåìîãî â áàçå äàííûõ ¾FEI¿ èñïîëüçóþòñÿ

â êà÷åñòâå òðåíèðîâî÷íûõ èçîáðàæåíèé, à îñòàëüíûå èçîáðàæåíèÿ èñïîëüçó-

þòñÿ â êà÷åñòâå òåñòîâûõ èçîáðàæåíèé. Êîýôôèöèåíò ðàñïîçíàâàíèÿ ïîêàçàí

íà ðèñóíêå íèæå. GFRD (Y. Lu è äð. 2014) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàäèöèîííóþ

ñõåìó ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö â îòòåíêàõ ñåðîãî, îñíîâàííóþ íà ïîëíîì ðàíãîâîì

äåêîìïîçèöèè, à QFRD è QFRF ïðåäñòàâëÿþò öâåòîâóþ ñõåìó ðàñïîçíàâàíèÿ

ëèö, îñíîâàííóþ íà êâàòåðíèîííîé ïîëíîðàíãîâîé äåêîìïîçèöèè.

Â òðåòüåé ãëàâå ó÷èòûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè àëãåáðû ðàçäå-

ëåííûõ êâàòåðíèîíîâ, âêëþ÷àÿ íåêîììóòèðóåìîñòü ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîí-

íûõ ïðîèçâåäåíèé, ñóùåñòâîâàíèå äåëèòåëåé íóëÿ, íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ

è íåòðèâèàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ, íåâîçìîæíîñòü òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðòîãî-

íàëüíîñòè âåêòîðîâ ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîíîâ è ðÿä äðóãèõ òðóäíîñòåé. Ïî-

ñðåäñòâîì òðåõ èçîìîðôíûõ âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé

𝐴𝑅1 =

[︂
𝐴1 + 𝐴3 −𝐴2 + 𝐴4

𝐴2 + 𝐴4 𝐴1 − 𝐴3

]︂
, 𝐴𝐶1 =

[︂
𝐴1 + 𝐴2i 𝐴3 + 𝐴4i
𝐴3 − 𝐴4i 𝐴1 − 𝐴2i

]︂
, 𝐴R1 =

⎡⎢⎣𝐴1 −𝐴2 𝐴3 𝐴4

𝐴2 𝐴1 𝐴4 −𝐴3

𝐴3 𝐴4 𝐴1 −𝐴2

𝐴4 −𝐴3 𝐴2 𝐴1

⎤⎥⎦ , (5)

îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà äåêîìïîçèöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö ðàçäåëåí-

íûõ êâàòåðíèîíîâ ïðåîáðàçóåòñÿ â îáîáùåííóþ çàäà÷ó äåêîìïîçèöèè ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ìàòðèö. Òàêæå ðàçðàáî-

òàíà òåîðèÿ è àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé ðàçäåëåííîé êâàòåðíèîííîé

ìàòðèöû.

Òåîðåìà 3. (GEDSQ) Ïóñòü 𝐴 ∈ H𝑛×𝑛
s i�ýðìèòîâà ìàòðèöà, à 𝐵 ∈ H𝑛×𝑛

s

i�ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà îáîáùåííûå ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû (𝐴,𝐵) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ðåøåíèå íà îñíîâå èçîìîðôíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 𝐴𝑅1:

𝜆𝑠 =
𝜎2𝑠−1 + 𝜎2𝑠

2
+

𝜎2𝑠−1 − 𝜎2𝑠
2

j,

𝛼𝑠 =
𝛽2𝑠−1 +

^̂
𝛽2𝑠

2
+

^̂
𝛽2𝑠−1 − 𝛽2𝑠

2
i +

𝛽2𝑠−1 − ^̂
𝛽2𝑠

2
j +

^̂
𝛽2𝑠−1 + 𝛽2𝑠

2
k,

(6)
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ãäå 𝜎2𝑠−1, 𝜎2𝑠, 𝛽2𝑠−1 =

[︃
𝛽2𝑠−1
^̂
𝛽2𝑠−1

]︃
, 𝛽2𝑠 =

[︂
𝛽2𝑠
^̂
𝛽2𝑠

]︂
ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ñîñåäíèìè

îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè (𝐴𝑅1, 𝐵𝑅1).

2. Ðåøåíèå íà îñíîâå èçîìîðôíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 𝐴𝐶1:

𝜆𝑠 =
𝜎2𝑠−1+𝜎2𝑠

2 + 𝜎2𝑠−1−𝜎2𝑠

2 j, 𝛼𝑠 =
1
4 [𝐼𝑛, j𝐼𝑛](𝑌𝑠 + 𝑃 𝑇

𝑛 𝑌 𝑠𝑃1)

[︃
1

j

]︃
, (7)

ãäå 𝜎2𝑠−1, 𝜎2𝑠, 𝑌𝑠 = [𝑣2𝑠−1, 𝑣2𝑠]𝑄,𝑄 =

[︃√
2
2

√
2
2√

2
2 −

√
2
2

]︃
, 𝑃𝑛 =

[︂
0 𝐼𝑛
𝐼𝑛 0

]︂
, 𝑣2𝑠−1, 𝑣2𝑠 ÿâ-

ëÿþòñÿ äâóìÿ ñîñåäíèìè îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè (𝐴𝐶1, 𝐵𝐶1).

3. Ðåøåíèå íà îñíîâå èçîìîðôíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 𝐴R1:

𝜆𝑠 =
𝜎2𝑠−1 + 𝜎2𝑠

2
+

𝜎2𝑠−1 − 𝜎2𝑠
2

j,

𝛼𝑠 =
1

16
[𝐼𝑛, i𝐼𝑛, j𝐼𝑛j, k𝐼𝑛](𝑌𝑠 +𝑅𝑇

𝑛𝑌𝑠𝑅1 + 𝑆𝑇
𝑛 𝑌𝑠𝑆1 + 𝑇 𝑇

𝑛 𝑌𝑠𝑇1)

⎡⎣ 1
−i
j
k

⎤⎦ ,
(8)

ãäå 𝜎2𝑠−1, 𝜎2𝑠, 𝑌𝑠 = [𝑣4𝑠−3, 𝑣4𝑠−2, 𝑣4𝑠−1, 𝑣4𝑠]𝑄, 𝑣4𝑠−3, 𝑣4𝑠−2, 𝑣4𝑠−1, 𝑣4𝑠 ÿâëÿþòñÿ äâó-
ìÿ ñîñåäíèìè îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè (𝐴R1, 𝐵R1),

𝑄 =

⎡⎢⎢⎢⎣
√
2
2

0
√
2
2

0

0 −
√
2
2

0
√
2
2

−
√
2
2

0
√
2
2

0

0
√
2
2

0
√
2
2

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑅𝑛 =

⎡⎢⎢⎣
0 −𝐼𝑛 0 0
𝐼𝑛 0 0 0
0 0 0 𝐼𝑛
0 0 −𝐼𝑛 0

⎤⎥⎥⎦ , 𝑆𝑛 =

⎡⎢⎢⎣
0 0 𝐼𝑛 0
0 0 0 𝐼𝑛
𝐼𝑛 0 0 0
0 𝐼𝑛 0 0

⎤⎥⎥⎦ , 𝑇𝑛 =

⎡⎢⎢⎣
0 0 0 𝐼𝑛
0 0 −𝐼𝑛 0
0 −𝐼𝑛 0 0
𝐼𝑛 0 0 0

⎤⎥⎥⎦ .

Ïðèìåð 1. Ýêñïåðèìåíòû ñ ðàñïîçíàâàíèåì öâåòíûõ ëèö. Íà îñíîâå ïðèâå-

äåííîãî âûøå àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèè ñòðîèòñÿ ñõåìà ðàñïîçíàâàíèÿ öâåò-

íîãî ëèöà ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññèôèêàòîðà áëèæàéøåãî ñîñåäà ïîñðåäñòâîì

îïòèìàëüíîé ïðîåêöèè öâåòíîãî ëèöà íà âåêòîð ïðèçíàêîâ, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ.5.

Ðèñ. 5: Áëîê-ñõåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö.
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Ðèñ. 6: Ðàñïîçíàâàíèå ëèö íà îñíîâå áàçû äàííûõ.

Îíà ñðàâíèâàåòñÿ ñ òðåìÿ òðàäèöèîííûìè ñõåìàìè ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö â

äâóõ áàçàõ äàííûõ (áàçà äàííûõ ¾Faces95¿, áàçà äàííûõ ¾FEI¿). 2D-SQLDA:

ñõåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö íà îñíîâå GEDSQ. 2D-QLDA (S.T. Ling è äð. 2022):

ñõåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö, îñíîâàííàÿ íà ñîâìåñòíîé äèàãîíàëèçàöèè êâàòåð-

íèîííûõ ìàòðèö. 2D-RGBLDA (Q. Kang è äð. 2012): ñõåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö

íà îñíîâå òðåõöâåòíûõ êàíàëîâ RGB. 2D-GLDA (M. Li è äð. 2005): ñõåìà ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ ëèö íà îñíîâå èçîáðàæåíèé â îòòåíêàõ ñåðîãî. Íà ðèñ. 6 ïîêàçàí

óðîâåíü òî÷íîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö â äâóõ áàçàõ äàííûõ. Â ¾Faces95¿ îòáè-

ðàþòñÿ 20 ÷åëîâåê, è ïåðâûå 10 èçîáðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òðåíèðîâêè, â

áàçå äàííûõ ¾FEI¿ îòáèðàþòñÿ 30 ÷åëîâåê, è ïåðâûå 6 èçîáðàæåíèé èñïîëüçó-

þòñÿ äëÿ òðåíèðîâêè, à îñòàëüíûå èçîáðàæåíèÿ â áàçå äàííûõ èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ òåñòèðîâàíèÿ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èñïîëüçóåòñÿ èçîìîðôíàÿ ìàòðèöà âåùåñòâåííîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â ãëàâå 3. Âïåðâûå áûëè ïðåäëîæåíû òåîðèÿ

è àëãîðèòì ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè è îáîáùåííîé ñèíãóëÿðíîé äåêîìïî-

çèöèè ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 4. (SVDSQ) Ïóñòü 𝐴 ∈ H𝑚×𝑛
s . Òîãäà ñóùåñòâóþò äâå ðàçäåëåííûå

êâàòåðíèîííûå óíèòàðíûå ìàòðèöû 𝑈 ∈ H𝑚×𝑚
s è 𝑉 ∈ H𝑛×𝑛

s òàêèå, ÷òî

𝐴 = 𝑈

[︂
Σ𝑟 0
0 0

]︂
𝑉 𝐻 , (9)

ãäå Σ𝑟 = diag(𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑟), |𝜎1| ≥ |𝜎2| ≥ . . . ≥ |𝜎𝑟| ≥ 0, 𝜎𝑡 =
𝜏𝑡+𝜏𝑛+𝑡

2 + 𝜏𝑡−𝜏𝑛+𝑡

2 j,

𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑟, 𝑟 ≤ 𝑛, 𝜏𝑠 = 0 åñëè 𝑠 > 𝑝, 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑝 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíû-

ìè ñèíãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè 𝐴𝑅1.

Òåîðåìà 5. (GSVDSQ) Ïóñòü 𝐴 ∈ H𝑚×𝑛
s , 𝐵 ∈ H𝑝×𝑛

s ,𝑚 ≥ 𝑛. Òîãäà ñóùåñòâóþò

äâå óíèòàðíûå ìàòðèöû 𝑈 ∈ H𝑚×𝑚
s , 𝑉 ∈ H𝑝×𝑝

s , äâå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû
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Σ𝐴 ∈ H𝑛×𝑛
s ,Σ𝐵 ∈ H𝑞×𝑞

s , è íåîñîáàÿ ìàòðèöà 𝑊 ∈ H𝑛×𝑛
s , òàêèå, ÷òî

𝑈𝐻𝐴𝑊 =

[︃
Σ𝐴

0

]︃
, 𝑉 𝐻𝐵𝑊 =

[︃
Σ𝐵 0

0 0

]︃
, (10)

ãäå Σ𝐴 = diag(𝛼1, . . . ,𝛼𝑛), 0 ≤ |𝛼1| ≤ |𝛼2| ≤ · · · ≤ |𝛼𝑛| ≤ 1,Σ𝐵 =

diag(𝛽1, . . . ,𝛽𝑞), 1 ≥ |𝛽1| ≥ |𝛽2| ≥ · · · ≥ |𝛽𝑞| ≥ 0, 𝑞 = min{𝑝,𝑛}.

Â ïÿòîé ãëàâå íîâûé àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíè-

ÿì äëÿ ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö ïîñòðîåí ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ

êîìáèíàòîðíîãî ñïàðèâàíèÿ ïî ÷åòíîñòè ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé äëÿ äåêîì-

ïîçèöèè ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì ìàòðèö âåùåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Èñêëþ÷àþòñÿ ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ äåëèòåëÿ íóëÿ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ,

îáåñïå÷èâàÿ ïðè ýòîì íîðìàëüíóþ ìàêñèìèçàöèþ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ðàç-

äåëåííîãî êâàòåðíèîíà.

Çàìå÷àíèå 6. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî SVDSQ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïî

äâóì ïðè÷èíàì:

1. Ñóùåñòâîâàíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîíîâ ïðè-

âîäèò ê íååäèíñòâåííîñòè SVDSQ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝜎 = 𝑎 + 𝑏k. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ðàçäåëåííûé êâàòåðíèîí 𝑝 óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-

âèþ 𝜎 ∼ 𝜎̌, òî åñòü 𝜎 = 𝑝𝜎̌𝑝𝐻 . Áîëåå òîãî, 𝐴 =
∑︀𝑟

𝑡=1 𝑢𝑡𝑝𝑡(𝑝
𝐻
𝑡 𝜎𝑡𝑝𝑡)(𝑣𝑡𝑝𝑡)

𝐻 =∑︀𝑟
𝑡=1 𝑢̌𝑡𝜎̌𝑡𝑣

𝐻
𝑡 .

2. Ðàçíîîáðàçèå ôîðì ïîñòðîåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ïðèâîäèò ê íååäèí-

ñòâåííîñòè SVDSQ. Â òàáëèöå 1 𝜏𝑡, 𝜏𝑛+𝑡, 𝜏2𝑡−1, 𝜏2𝑡 ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè çíà-

÷åíèÿìè 𝐴𝑅1 è 𝜏1 ≥ 𝜏2 ≥ · · · ≥ 𝜏2𝑛. 𝑁(0) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ÷èñëî íóëåé â

𝜏1, · · · , 𝜏2𝑛.

Ôîðìà Êîíñòðóêòèâíûå ôîðìû Ìîäóëü ×èñëà äåëèòåëåé íóëÿ

1 𝜎𝑡 =
𝜏𝑡+𝜏𝑛+𝑡

2
+ 𝜏𝑡−𝜏𝑛+𝑡

2
j |𝜎𝑡|2 = |𝜏𝑡𝜏𝑛+𝑡|

{︃
𝑁(0), åñëè 𝑁(0) ≤ 𝑛;

2𝑛−𝑁(0), åñëè 𝑁(0) > 𝑛;

2 𝜎𝑡 =
𝜏2𝑡−1+𝜏2𝑡

2
+ 𝜏2𝑡−1−𝜏2𝑡

2
k |𝜎𝑡|2 = |𝜏2𝑡−1𝜏2𝑡| 0 èëè 1

Òàáëèöà 1: Ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö.

Ïðèìåð 1. Ñõåìà öâåòíûõ âîäÿíûõ çíàêîâ ñîçäàåòñÿ íà îñíîâå äåêîìïîçè-

öèè ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì ðàçäåëåííîé ìàòðèöû êâàòåðíèîíîâ. Èäåÿ îá-

ðàáîòêè çàêëþ÷àåòñÿ âî âíåäðåíèè âîäÿíîãî çíàêà â ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç

íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû îñíîâíîãî èçîáðàæå-
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íèÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.7. Èçâëå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàòíûé ïðî-

öåññ, îïèñàííûé íà ðèñ.8. Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè ýòîé ñõåìû ÿâëÿåò-

ñÿ åå óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòåãàíîãðàôèè,

óñòîé÷èâîñòè è ñïîñîáíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ âîäÿíûõ çíàêîâ.

Ðèñ. 7: Áëîê-ñõåìà âñòðàèâàíèÿ âîäÿíîãî çíàêà.

Ðèñ. 8: Áëîê-ñõåìà èçâëå÷åíèÿ âîäÿíîãî çíàêà.

I. Ïðîâåðêà íåâèäèìîñòè ñõåìû âîäÿíûõ çíàêîâ. Äëÿ îöåíêè íåâèäèìîñòè

âîäÿíîãî çíàêà áûëà âûïîëíåíà âñåñòîðîííÿÿ ïðîâåðêà íà âèäèìîñòü âîäÿíî-

ãî çíàêà 𝜌 â èíòåðâàëå [0.02, 0.4], êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.9. Èç ðèñ.9 âèäíî, ÷òî

ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì èìååò õîðîøèå õàðàêòåðèñòèêè ìàñêèðîâàíèÿ âîäÿ-

íûõ çíàêîâ. Íå ïîäâåðãàÿñü àòàêå, èñõîäíûé âîäÿíîé çíàê ìîæåò áûòü ïðàê-

òè÷åñêè ïîëíîñòüþ âîññòàíîâëåí.
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Ðèñ. 9: PSNR èçîáðàæåíèé ñ âîäÿíûìè çíàêàìè è NC èçâëå÷åííûõ âîäÿíûõ

çíàêîâ.
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II. Ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè ñõåìû âîäÿíûõ çíàêîâ. Ê èçîáðàæåíèþ âîäÿíî-

ãî çíàêà ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå àòàêè (A1-Îòñóòñòâèå àòàêè, A2-Ãàóññîâñêèé

øóì [0.01], A3-øóì ¾ñîëü è ïåðåö¿ [0.05], A4-ñïåêë-øóì [0.05], A5-êîððåêöèÿ

ÿðêîñòè [0.3,1], A6-ðàçìûòèå [(5,5),0.5], A7-Ãàóññîâñêàÿ íèçêî÷àñòîòíàÿ ôèëü-

òðàöèÿ [250], A8-Ãàóññîâñêàÿ ãëàäêàÿ ôèëüòðàöèÿ [150]), ÷òî â îñíîâíîì ïî-

êàçûâàåò óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷åòêîñòè èç-

âëåêàåìîãî âîäÿíîãî çíàêà. Â òàáëèöå 2 ìû âûáðàëè îñíîâíîå èçîáðàæåíèå

512 × 512 è âîäÿíîé çíàê 32 × 32 äëÿ ïðîâåðêè íàäåæíîñòè 3 ñõåì âîäÿíûõ

çíàêîâ. Âûáîð ñèëû 𝜌 âîäÿíîãî çíàêà îñíîâàí íà äîñòèæåíèè ìàêñèìàëüíî-

ãî çíà÷åíèÿ NC áåç àòàêè. 𝑘 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàøèôðîâàííîå ÷èñëî. Íà

äàííûé ìîìåíò çíà÷åíèÿ NC èçîáðàæåíèé âîäÿíûõ çíàêîâ òàêæå óêàçàíû â

òàáëèöå 2.

Àòàêà Íàøà ñõåìà Y. Chen,

2021

Q. Su, 2013 Àòàêà Íàøà ñõåìà Y. Chen,

2021

Q. Su, 2013

𝑘=1 𝜌=0.25 𝑇=0.055 𝑇=0.15 𝑘=1 𝜌=0.25 𝑇=0.055 𝑇=0.15

A1 A2

NC 1.0000 1.0000 1.0000 NC 0.9951 0.9136 0.9876

A3 A4

NC 0.9911 0.9890 0.9863 NC 0.9918 0.9096 0.9914

A5 A6

NC 0.9939 0.9948 0.9601 NC 0.9995 0.9978 1.0000

A7 A8

NC 0.9998 0.9989 1.0000 NC 0.9995 0.9926 0.9995

Òàáëèöà 2: Âîäÿíûå çíàêè è NCs, èçâëå÷åííûå ïîä âîçäåéñòâèåì àòàêè.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñõåìû âîäÿíûõ çíàêîâ, ïðåäëîæåííûå â äàííîé äèñ-

ñåðòàöèè, îáëàäàþò õîðîøåé óñòîé÷èâîñòüþ ê ïåðå÷èñëåííûì àòàêàì, ãäå âñå

çíà÷åíèÿ NC îñòàþòñÿ âûøå 0.99. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íàíåñåíèÿ âîäÿíûõ

çíàêîâ áîëåå àäàïòèðóåì, ÷åì äðóãèå ñõåìû íàíåñåíèÿ âîäÿíûõ çíàêîâ, êîãäà
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âñòðîåííûé âîäÿíîé çíàê èçâëåêàåòñÿ íà îñíîâå òåñòà àòàêè, ïðèâåäåííûé â

äàííîé äèññåðòàöèè.

Çàêëþ÷åíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ òåîðèè è ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìîâ äå-

êîìïîçèöèè ìàòðèö â ÷åòûðåõìåðíîé àëãåáðå. Â õîäå âûïîëíåíèÿ äèññåðòà-

öèîííîé ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïðåäëîæåí âåùåñòâåííûé ñîõðàíÿþùèé ñòðóêòóðó àëãîðèòì äëÿ íèçêî-

ðàíãîâîé äåêîìïîçèöèè ÷èñòî ìíèìûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö. Íà åãî

îñíîâå ñîçäàíà ñõåìà ñæàòèÿ öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ è ñõåìà øóìîïî-

äàâëåíèÿ òðåõìåðíîãî ñèãíàëà. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë,

÷òî îí èìååò ëó÷øèå ýôôåêòû ñæàòèÿ è õðàíåíèÿ. Â ïðîöåññå øóìîïî-

äàâëåíèÿ íå ãåíåðèðóþòñÿ èçáûòî÷íûå ðåàëüíûå ÷àñòè è ýôôåêò øóìî-

ïîäàâëåíèÿ ëó÷øå;

2. Ïðåäëîæåíû äâà êîìïëåêñíûõ ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó àëãîðèòìà äëÿ

ïîëíîðàíãîâûõ äåêîìïîçèöèé êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö. Íà èõ îñíîâå ñî-

çäàíà ñõåìà êëàññèôèêàöèè ðàçðåæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ öâåòíûõ èçîá-

ðàæåíèé ëèö;

3. Ñ ïîìîùüþ òðåõ èçîìîðôíûõ âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé ïîñòðîåíû àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ è àëãîðèòì îáîáùåííîé

äåêîìïîçèöèè ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîíîâ.

Ñîçäàíû ìåòîäû äâóìåðíîãî ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà â

àëãåáðå ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîíîâ è íîâàÿ ñõåìà öâåòîâîãî ðàñïîçíà-

âàíèÿ ëèö. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè åãî âûñîêóþ òî÷íîñòü;

4. Âïåðâûå ïîñòðîåíû òåîðèÿ è àëãîðèòì îáîáùåííîé èíâåðñèè ðàçäåëåí-

íîé êâàòåðíèîííîé ìàòðèöû äåêîìïîçèöèè ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì.

Íà åãî îñíîâå ïðåäëîæåíû äâà íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäà äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ;

5. Äëÿ ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì

äåêîìïîçèöèè ïî ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì. Íà åãî îñíîâå ðàçðàáîòàíà

ñõåìà öâåòíûõ âîäÿíûõ çíàêîâ, ïîçâîëÿþùàÿ îáåñïå÷èòü íåâèäèìîñòü,

óñòîé÷èâîñòü è âîññòàíîâëåíèå âîäÿíûõ çíàêîâ. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä

âîäÿíûõ çíàêîâ áîëåå àäàïòèðóåì, ÷åì äðóãèå ñõåìû âîäÿíûõ çíàêîâ.

18



Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

1. G. Wang, T. Jiang, V. I. Vasil'ev, Z. Guo. On singular value decomposition

for split quaternion matrices and applications in split quaternionic mechanics

// Journal of Computational and Applied Mathematics. � 2024. � Ò. 436. �

Ñ. 1�12.

2. G. Wang. A real structure-preserving algorithm for the low-rank decomposition

of pure imaginary quaternion matrices and its applications in signal processing

// Eurasian Journal of Mathematical and Computer Applications. � 2023.� Ò.

11, � 4. � Ñ. 117�129.

3. G. Wang, T. Jiang, D. Zhang, V. I. Vasil'ev. An efficient method for the

split quaternion equality constrained least squares problem in split quaternionic

mechanics // Computational and Applied Mathematics. � 2023. � Ò.42, � 258.�

Ñ. 1�13.

4. G. Wang, T. Jiang, V. I. Vasil'ev, Z. Guo. An efficient method for

Maxwell's equations with a discrete double-curl operator in split quaternionic

electromagnetics // The European Physical Journal Plus. � 2023. � Ò. 341,

� 138.� Ñ. 1�6.

5. G. Wang, D. Zhang, V. I. Vasil'ev, T. Jiang. A complex structure-preserving

algorithm for the full rank decomposition of quaternion matrices and its

applications // Numerical Algorithms. � 2022. � Ò. 91, � 4.� Ñ. 1461�1481.

6. G. Wang, T. Jiang, Z. Guo, D. Zhang. A complex structure preserving algorithm

for split quaternion matrix LDU decomposition in split quaternion mechanics //

Calcolo. � 2021. � Ò. 34.� Ñ. 1�15.

7. G. Wang, D. Zhang, Z. Guo, T. Jiang. Cramer's rule over quaternions and split

quaternions: A unified algebraic approach in quaternionic and split quaternionic

mechanics // Journal of Algebra and Its Applications. � 2021. � Ò. 20, � 5.�

Ñ. 2150080.

8. T. Jiang, G. Wang, Z. Guo, D. Zhang. Algebraic algorithms for a class of

Schr�odinger equations in split quaternionic mechanics // Mathematical Methods

in the Applied Sciences. � 2024. � Ñ. 1-11.

9. D. Zhang, T. Jiang, G. Wang, V. I. Vasil'ev. On singular value decomposition

and generalized inverse of a commutative quaternion matrix and applications //

Applied Mathematics and Computation. � 2024. � Ò. 460.� Ñ. 128291.

19



10. D. Zhang, T. Jiang, C. Jiang, G. Wang. A complex structure-preserving

algorithm for computing the singular value decomposition of a quaternion matrix

and its applications // Numerical Algorithms. � 2024.� Ò. 95, � 1.� Ñ. 267-283.

11. D. Zhang, T. Jiang, G. Wang, V. I. Vasil'ev. Two novel numerical methods

for the diagonalisation of a reduced biquaternion matrix in the reduced

biquaternionic algebra // Linear and Multilinear Algebra. � 2024.� Ò. 71, � 1.�

Ñ. 139-152.

12. Z. Guo, T. Jiang, G. Wang, V. I. Vasil'ev. Algebraic algorithms for eigen-

problems of a reduced biquaternion matrix and applications // Applied

Mathematics and Computation. � 2024. � Ò. 463.� Ñ. 128358.

13. T. Jiang, D. Zhang, Z. Guo, G. Wang, V. I. Vasil'ev. Algebraic techniques for

canonical forms and applications in split quaternionic mechanics // Journal of

Mathematics. � 2023. � Ò. 2023.� Ñ. 4599585.

14. D. Zhang, T. Jiang, G. Wang, V. I. Vasil'ev. An efficient method for the

total least squares problem in reduced biquaternionic electromagnetics // The

European Physical Journal Plus. � 2023. � Ò. 138, � 9.� Ñ. 826.

15. D. Zhang, G. Wang, V. I. Vasil'ev, T. Jiang. Algebraic methods for equality

constrained least squares problems in commutative quaternionic theory //

Mathematical Methods in the Applied Science. � 2023. � Ò. 46, � 2.�

Ñ. 1699�1708.

16. Z. Guo, T. Jiang, V. I. Vasil'ev, G. Wang. A novel algebraic approach for the

Schrodinger equation in split quaternionic mechanics // Applied Mathematics

Letters. � 2023. � Ò. 137.� Ñ. 108485.

17. Z. Guo, T. Jiang, V. I. Vasil'ev, G. Wang Complex structure-preserving method

for Schrodinger equations in quaternionic quantum mechanics // Numerical

Algorithms. � 2023.� Ñ. 1-17.

18. Z. Guo, T. Jiang, C. Jiang, G. Wang. Algebraic techniques for eigenvalues and

eigenvectors of a nectarine matrix in nectarine algebra // Mathematical Methods

in the Applied Sciences. � 2023. � Ò. 46, � 4.� Ñ. 4751-4762.

19. Âàí Ã. Ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ

ÝÂÌ ¾Ñõåìà öâåòíîãî âîäÿíîãî çíàêà íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ ïî ñèíãóëÿð-

íîìó çíà÷åíèþ ðàçäåëåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö¿. 2024.

20


