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Общая характеристика работы

Актуальность работы. Моделирование многомасштабных процессов вы

зывает большой интерес в различных прикладных областях. К ним относятся

акустика в газах и жидкостях, упругие волны в твердых телах, течения в пори

стых средах, механика, биологические приложения и т.д. Из-за колебательного

характера волновых явлений численные аппроксимации волновых уравнений

являются сложными. Аппроксимация волновых задач с допустимой точностью

требует использования очень мелкой пространственной дискретизации. Для

стандартных численных методов, таких как метод конечных разностей и метод

конечных элементов низкого порядка, необходимо сеточно разрешать длину

волны посредством десяти ячеек расчетной сетки. В частности, при моделиро

вании задач с высокими частотами требование налагаемые на расчетные сетки

приводят к задачам с очень большой размерностью т.е. с высокой вычислитель

ной сложностью. Другой особенностью рассматриваемых задач является нали

чие в грунтах неоднородностей. При этом коэффициенты уравнения могут быть

неоднородными, но также в моделируемой среде могут содержаться разномас

штабные трещины и перфорации. Наличие неоднородностей и трещин в грунте

существенно сказывается на волновых процессах и их необходимо учитывать

при построении математической модели, что приводит к большим трудностям

при компьютерном моделировании. Для построения подходящей математиче

ской модели распространения сейсмических волн используются многомасштаб

ные методы или методы усреднения, которые существенно понижают размер

системы. В многомасштабных методах основной исследовательской задачей яв

ляется построение приближения грубой сетки для более быстрых результатов,

где многомасштабные базисные функции вычисляются на мелкой сетке, чтобы

учесть влияние трещин и других неоднородностей.

Целью диссертационной работы является разработка алгоритмов и вы

числительная реализация методов понижения порядка для волнового уравнения

в неоднородной области. Для достижения поставленной цели сформулированы

следующие задачи исследования:

� Разработка алгоритма метода усреднения для решения задачи Гельмголь

ца в неоднородной области;

� Разработка многомасштабного метода конечных элементов (ММКЭ) для

решения задачи Гельмгольца в неоднородной области;
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� Разработка обобщенного многомасштабного метода конечных элементов

(ОММКЭ) с разрывными и непрерывными базисными функциями для

распространения упругих волн;

� Разработка обобщенного граничного многомасштабного метода конечных

элементов (ОГММКЭ) для задачи рассеяния в перфорированной области.

� Разработка обобщенного многомасштабного метода конечных элементов

(ОММКЭ) для уравнения конвекции-диффузии в перфорированной обла

сти.

Научная новизна и практическая значимость. Научная новизна получен

ных результатов заключается в следующем:

� С помощью численного метода усреднения получено решение задачи

Гельмгольца в неоднородной области;

� Проведено моделирование задачи Гельмгольца в неоднородной области

многомасштабным методом конечных элементов;

� Реализован алгоритм обобщённого многомасштабного метода конечных

элементов разрывного метода Галеркина и непрерывного метода Галерки

на для решения задачи распространения упругих волн в трещиноватых

средах;

� Разработан обобщенный граничный многомасштабный метод конечных

элементов для задачи рассеяния в перфорированной области.

� Представлен обобщенный многомасштабный разрывный метод Галеркина

с разными типами построения базисных функций для уравнения конвек

ции-диффузии в перфорированной области.

Проведённые численные расчёты имеют практическое значение в моделиро

вании волновых процессов в неоднородных средах.

Методология и методы исследования. В данной работе для решения за

дач Гельмгольца применялись следующие методы: метод конечных элементов,

разрывный метод Галеркина, модель линейного скольжения, метод численного

усреднения, многомасштабный метод конечных элементов, обобщённый много

масштабный метод конечных элементов и обобщенный граничный многомас

штабный метод конечных элементов.

Положения выносимые на защиту:

� Численное усреднение волнового уравнения в неоднородных средах;

� ММКЭ для задачи Гельмгольца в неоднородных средах;
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� ОММКЭ непрерывным и разрывным методом Галеркина для распростра

нения волн в трещиноватых средах;

� Алгоритм ОГММКЭ для задачи рассеяния в перфорированных средах.

� ОММКЭ разрывным методом Галеркина для задачи конвекции-диффузии

в перфорированной области.

Обоснованность и достоверность результатов подтверждена вычисли

тельными экспериментами численной реализации математической моделей вол

новых процессов, решении модельных задач волновых процессов, сравнении

полученных результатов с эталонным решением и публикациями в рецензируе

мых журналах из списка ВАК, Web of Science, Scopus, а также свидетельствами

о регистрации ПО.

Апробация работы. Основные результаты диссертации были представлены

на следующих конференциях:

� Международная конференция "Многомасштабные методы и высокопроиз

водительные научные вычисления", зал конференции научной библиотеки

СВФУ, Учебно-лабораторный корпус (УЛК), 30.07.2017 - 04.08.2017;

� The Seventh Conference on Finite Difference Methods: Theory and

Applications, г. Албена, Болгария, 20.06.2018 - 25.06.2018;

� The Tenth Jubilee Conference of the Euro-American Consortium for

Promoting the Application of Mathematics in Technical and Natural Sciences,

г. Лозенец, Болгария, 11.06.2018 - 18.06.2018;

� Международная конференция "Многомасштабные и высокопроизводи

тельные вычисления для мультифизичных задач", СВФУ им. М.К. Ам

мосова, ул. Белинского, д. 58, г. Якутск, 08.08.2018 - 10.08.2018;

� II Международная конференция "Многомасштабные методы и высокопро

изводительные научные вычисления", 2018 ИВМ РАН, ул. Губкина, д. 8,

9 этаж, г. Москва, 15.08.2018 - 17.08.2018;

� IV Международная конференция "Суперкомпьютерные технологии ма

тематического моделирования ул. Губкина, 8, г. Москва, 19.05.2019 -

21.05.2019;

� Международная конференция "Многомасштабные и высокопроизводи

тельные вычисления для мультифизичных задач", СВФУ им. М.К. Ам

мосова, ул. Белинского, д. 58, г. Якутск, 24.05.2019 - 25.05.2019;

� III Международная конференция "Многомасштабные методы и высоко
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производительные научные вычисления", Дальневосточный федеральный

университет, Остров Русский, Владивосток, 07.10.2019 - 11.10.2019;

� Применение цифровых технологий в промышленности, бизнесе и здраво

охранении Республика Саха, СВФУ им. М.К. Аммосова, ул. Белинского,

58, г. Якутск, 23.12.2019 - 25.12.2019;

� IV Международная конференция "Многомасштабные методы и высоко

производительные научные вычисления", г. Сочи, 5 корпус Екатеринский

квартал, 08.09.2020 - 13.09.2020;

� Online international conference «Multiscale and high-performance computing

for multiphysical problems», СВФУ им. М.К. Аммосова, г. Якутск, Россия,

7 декабря 2020.

� Международная конференция «Математическое моделирование, обратные

задачи и большие данные», СВФУ им. М.К. Аммосова, г. Якутск, Россия,

18-25 июля 2021.

Публикации. По теме диссертации опубликованы 11 научных работ - в

рецензируемых научных изданиях, входящих в перечень ВАК (BAK, Scopus,

Web of Science) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9], в т.ч. 2 свидетельства о государственной

регистрации программ для ЭВМ [10, 11].

Личный вклад автора. В работах, опубликованных в соавторстве, личный

вклад диссертанта состоит в следующем: в работах [1, 2, 3, 4, 6, 7, 9] им разра

ботан и реализован вычислительный алгоритм, проведены расчеты и проведён

анализ результатов вычислительных экспериментов; в работах [5, 8] диссертант

участвовал в разработке математической модели и участвовал в численной ре

ализации. Подготовка к опубликованию полученных результатов проводилась

совместно с соавторами.

Структура и объем диссертации. Работа состоит из введения, трех глав,

заключения и списка литературы. Общий объём диссертационной работы со

ставляет 164 страницы, содержит 57 иллюстраций и 10 таблиц. Список лите

ратуры содержит 121 наименований.

Работа была поддержана Мегагрантом Правительства РФ 14.Y26.31.0013,

грантом РНФ 17-71-20055, грантом РФФИ 17-01-00689, грантом 17-01-00732,

грантом РФФИ 19-31-90117.

6



Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в

рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной литерату

ры по изучаемой проблеме, формулируются цель и задачи исследования, кратко

излагается содержание диссертации по главам.

В первой главе рассматривается численное моделирование задачи распре

деления волн в неоднородных средах. В первом разделе рассматривается рас

пределение упругих волн в неоднородной среде, где математическая модель

описывается гиперболическим уравнением второго порядка для перемещений.

Аппроксимация уравнений проводится с использованием разрывного метода Га

леркина. Данный метод аппроксимации позволяет получить блочно-диагональ

ную матрицу масс и, следовательно, ее легко обратить при построении эф

фективной вычислительной реализации. Результаты численного решения для

двухмерной задачи представлены для трех модельных задач с неоднородными

свойствами грунтов и также с учетом наличия трещин.

Во втором разделе исследовано численное усреднение для задачи распро

странения волн в трещиноватых средах. Математическая модель описывается

уравнением Гельмгольца для распространения упругих волн.

Рассматривается уравнение Гельмгольца для распространения упругих волн

в расчетной области Ω

− div 𝜎 − 𝜔2𝜌𝑢 = 𝑓, 𝜎(𝑢) = 𝐶 : 𝜀(𝑢), 𝑥 ∈ Ω (1)

где 𝐶 - коэффициенты тензора упругости, 𝜔 - это частота, 𝜌 - плотность, 𝑓 -

функция источник и 𝑢 = 𝑅𝑒(𝑢) + 𝑖𝐼𝑚(𝑢).

Чтобы избежать нежелательных отражений, вызванных расчетной обла

стью, в качестве граничных условий используются поглощающие граничные

условия первого порядка

𝑖𝜌𝜔𝐴𝑢 = −𝜎(𝑢)𝑛, 𝑥 ∈ 𝜕Ω. (2)

Аппроксимация мелкой сетки строится с помощью метода конечных элемен

тов. Слабая формулировка уравнения Гельмгольца для классического непрерыв

ного метода Галеркина дается формулой∫︁
Ω

(𝜎(𝑢), 𝜀(𝑣))𝑑𝑥−
∫︁
Ω

𝜌𝜔2𝑢𝑣𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

𝑓 𝑣 𝑑𝑥, (3)
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где 𝑢 =
∑︀

𝑗 𝑢𝑗𝜑𝑗, 𝜑𝑗 являются линейными базисными функциями для мелкомас

штабного приближения.

Основная идея численного усреднения состоит в том, чтобы определить эф

фективные коэффициенты в грубой ячейке 𝐶⋆. Трещины фиксируются в тензоре

эффективной упругости и рассчитываются путем решения локальной задачи в

представительном объеме

− div 𝜎(𝑢) = 0, 𝑥 ∈ 𝐾, (4)

с граничными условиями Дирихле

𝑢(𝑟𝑠) = Λ(𝑟𝑠)𝑥 on 𝜕𝐾. (5)

где

Λ
(𝑟𝑠)
𝑖𝑗 =

1

2
(𝛿𝑖𝑟𝛿𝑗𝑠 + 𝛿𝑖𝑠𝛿𝑗𝑟) , 𝑟, 𝑠 = 1, 2. (6)

Мы предполагаем, что трещины имеют исчезающую ширину, и, следуя мо

дели линейного скольжения, мы имеем линейную связь между вектором тяги

и величиной разрыва в поле смещения следующим образом:

[𝑢] = 𝑍𝜎 · 𝑛, 𝑍 =

[︃
𝑧1 0

0 𝑧2

]︃
(7)

где [𝑢] - скачок поля смещения в трещине, 𝜎 · 𝑛 - вектор тяги на поверхности

трещины, 𝑍 - матрица податливости трещины, 𝑧1 = 𝑘−1
1 и 𝑧2 = 𝑘−1

2 нормальное

и касательное соответствие.

Используем метод РМГВШ для аппроксимации локальной задачи и имеем

следующую вариационную формулировку: найти 𝑢(𝑟𝑠) ∈ 𝑉ℎ(𝐾) такое, что

𝑎𝐷𝐺(𝑢
(𝑟𝑠), 𝑣) = 0, 𝑣 ∈ 𝑉ℎ(𝐾), (8)

𝑎𝐷𝐺(𝑢, 𝑣) =

∫︁
𝐾

(𝜎(𝑢), 𝜀(𝑣))𝑑𝑥−
∫︁
Γ0

{𝜎(𝑢)𝑛}[𝑣]𝑑𝑠−
∫︁
Γ0

{𝜎(𝑣)𝑛}[𝑢]𝑑𝑠

+
𝛾𝑓
ℎ

∫︁
Γ0

{𝜆+ 2𝜇}[𝑢][𝑣]𝑑𝑠+
∑︁
𝑖

∫︁
𝛾𝑖

𝑍−1[𝑢][𝑣]𝑑𝑠,
(9)

где {·} и [·] являются средним значением и скачком вектор-функции 𝑢 и зада

ются выражением

{𝑢} =
𝑢|𝐾+ + 𝑢|𝐾−

2
, [𝑢] = 𝑢|𝐾+ − 𝑢|𝐾−.
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Компоненты эффективных модулей упругости 𝐶⋆ определяются усреднением

локальных деформаций

𝐶⋆
𝑟𝑠𝑝𝑞 =

1

|𝐾|

∫︁
𝐾

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀
(𝑟𝑠)
𝑖𝑗 𝜀

(𝑝𝑞)
𝑘𝑙 𝑑𝑥, (10)

где 𝑟, 𝑠, 𝑝, 𝑞 = 1, 2 и 𝜀(𝑟𝑠) = 𝜀(𝑢(𝑟𝑠)) - поле деформации.

В третьем разделе представлен алгоритм многомасштабного метода конеч

ных элементов (ММКЭ) для задачи рассеяния в неоднородных средах. Этот

алгоритм построен на основе теории усреднения для задач в периодических

средах. В предлагаемом методе для приближения на грубой сетке решается

локальная задача для построения многомасштабных базисных функций. Пред

ставлены два подхода к построению локальных базисных функций на основе

двух типов локальных задач с использованием эллиптической части оператора

и оператора Гельмгольца.

Рассмотрим комплекснозначную задачу Гельмгольца в неоднородной обла

сти Ω = Ω0 ∪
∑︀

𝑗=1,2,...𝐷𝑗

∇ · (𝐴(𝑥)∇𝑢𝑠) + 𝑘2𝑛(𝑥)𝑢𝑠 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (11)

где волновое число 𝑘 является постоянным и считается положительным, 𝑢 =

𝑢𝑖 + 𝑢𝑠 - полное поле, 𝑢𝑠 - поле рассеяния и

𝑛(𝑥) =

⎧⎨⎩1 𝑥 ∈ Ω0

𝛼𝑗 𝑥 ∈ 𝐷𝑗, 𝑗 = 1, 2, ..
, 𝐴(𝑥) =

⎧⎨⎩ℐ 𝑥 ∈ Ω0

𝐴𝑗 𝑥 ∈ 𝐷𝑗, 𝑗 = 1, 2, ..

и ненулевая правая часть в подобластях 𝐷𝑗

𝑓(𝑥) = ∇ · ((𝐼 − 𝐴(𝑥))∇𝑢𝑖) + 𝑘2(1− 𝑛(𝑥))𝑢𝑖,

где 𝑢𝑖 = 𝑒𝑖𝑘𝑥·𝑑 = cos(𝑘𝑥 · 𝑑) + 𝑖 sin(𝑘𝑥 · 𝑑) - заданное падающее поле, а 𝑑 -

направление падающей волны.

Рассмотрим уравнение с условием излучения Зоммерфилда

𝜕𝑢𝑠
𝜕𝑛𝑏

− 𝑖𝑘𝑢𝑠 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,

где 𝑛𝑏 - единичная нормаль на границе.

Для аппроксимации уравнения Гельмгольца на мелкой сетке мы используем

метод конечных элементов и имеем следующую вариационную формулировку:
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найти 𝑢 ∈ 𝑉ℎ = 𝐻1(Ω) такое что

𝑎(𝑢𝑠, 𝑣)− 𝑘2𝑚(𝑢𝑠, 𝑣)− 𝑖𝑏(𝑢𝑠, 𝑣) = 𝑙(𝑣), 𝑣 ∈ 𝑉ℎ, (12)

где

𝑎(𝑢, 𝑣) =

∫︁
Ω

𝐴∇𝑢 · ∇𝑣 𝑑𝑥, 𝑚(𝑢, 𝑣) =

∫︁
Ω

𝑛𝑢 𝑣 𝑑𝑥,

𝑏(𝑢, 𝑣) =

∫︁
𝜕Ω

𝑘 𝑢 𝑣 𝑑𝑠, 𝑙(𝑣) = −
∫︁
Ω

𝑓 𝑣 𝑑𝑥,

и 𝑢𝑠 = 𝑅𝑒(𝑢𝑠) + 𝑖𝐼𝑚(𝑢𝑠).

Для приближения на грубой сетке мы используем многомасштабный метод

конечных элементов со следующим вычислительным алгоритмом:

� построение многомасштабных базисных функций в локальной области 𝜔𝑖

� построение и решение системы грубых сеток на многомасштабном про

странстве.

Для построения многомасштабных базисных функций в локальных областях

мы рассматриваем следующие локальные задачи в 𝐾𝑗 ∈ 𝜔𝑖

� Случай 1 с эллиптическим оператором

∇ · (𝐴(𝑥)∇𝜑𝑖) = 0, 𝑥 ∈ 𝐾𝑗, ∀𝐾𝑗 ∈ 𝜔𝑖, (13)

с линейным граничным условием на 𝜕𝐾𝑗.

� Случай 2 с полным оператором

∇ · (𝐴(𝑥)∇𝜑𝑖) + 𝑘2𝑛(𝑥)𝜑𝑖 = 0, 𝑥 ∈ 𝐾𝑗, ∀𝐾𝑗 ∈ 𝜔𝑖, (14)

с линейным граничным условием на 𝜕𝐾𝑗.

В четвертом разделе исследуется обобщенный многомасштабный метод ко

нечных элементов (ОММКЭ) для распространения упругих волн. Рассмотри

вается задача распространения упругой волны в неоднородной области, описы

вающее уравнением Гельмгольца (1) с поглощающими граничными условиями

(2) и условием линейного скольжения на трещине (7). Для аппоксимации на

мелкой сетке используется Разрывный метод конечных элементов Галеркина с

внутренним штрафом. Рассматриваем два типа построения обобщенных мно

гомасштабных базисных функций: с непрерывными многомасштабными базис

ными функциями и с разрывными многомасштабными базисными функциями

для каждой локальной области. Главными различиями между двумя методами
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построения базисных функций являются определение локальных областей и

многомасштабных пространств.

Основные этапы многомасштабного метода одинаковы для обоих подходов.

В многомасштабном вычислительном алгоритме у нас есть следующие шаги:

1. Построение грубой сетки и локальных областей;

� для ОММКЭ с непрерывными базисами, локальная область 𝜔𝑖 опре

деляется как грубая окрестность, которая содержит четыре ячей

ки четырехугольника грубой сетки вокруг узла грубой сетки, где

𝑖 = 1, .., 𝑁𝑣 и 𝑁𝑣 - количество узлов грубой сетки.

� для ОММКЭ с разрывными базисами, локальная область - это ячей

ка грубой сетки 𝐾𝑖, где 𝑖 = 1, .., 𝑁𝑐 и 𝑁𝑐 - количество ячеек грубой

сетки.

2. Построение многомасштабных базисных функций, путем решения локаль

ной задачи собственных значений в каждой локальной области;

Для ОММКЭ с непрерывными базисами:

𝑎𝐶𝐺(𝜑
𝜔𝑖, 𝑣) = 𝜂 𝑠(𝜑𝜔𝑖, 𝑣), ∀𝑣 ∈ 𝑉ℎ(𝜔𝑖), (15)

где 𝑠(𝜑𝜔𝑖, 𝑣) =
∫︀
𝜔𝑖
𝜌 𝜑𝜔𝑖 𝑣 𝑑𝑠.

Для ОММКЭ с разрывными базисами:

𝑎𝐷𝐺(𝜑
𝐾𝑖,𝑏, 𝑣) = 𝜂𝑏 𝑠𝑏(𝜑𝐾𝑖,𝑏, 𝑣), ∀𝑣 ∈ 𝑉ℎ(𝐾𝑖), (16)

где 𝑠𝑏(𝜑𝐾𝑖,𝑏, 𝑣) =
∫︀
𝜕𝐾𝑖

𝜌 𝜑𝐾𝑖,𝑏 𝑣 𝑑𝑠.

𝑎𝐷𝐺(𝜑
𝐾𝑖,𝑜
𝑗 , 𝑣) = 𝜂𝑜𝑗𝑠

𝑖𝑛(𝜑𝐾𝑖,𝑜
𝑗 ), (17)

где 𝑠𝑖𝑛(𝑢, 𝑣) =
∫︀
𝐾𝑖
𝜌 𝑢 𝑣 𝑑𝑠.

Для определения многомасштабных базисных функций мы выбираем пер

вые 𝑀 собственных векторов 𝜑𝜔𝑖
1 , 𝜑𝜔𝑖

2 , ..., 𝜑𝜔𝑖

𝑀 соответствует первым 𝑀

наименьшим собственным значениям 𝜂1 ≤ 𝜂2 ≤ ... ≤ 𝜂𝑀 . Чтобы построить

непрерывное многомасштабное пространство, мы умножаем собственные

векторы на разбиение функций единицы 𝜒𝑖 в локальной области 𝜔𝑖.

3. Построение матрицы проекции 𝑅 (от мелкой сетки к грубой сетке) с

использованием вычисленных многомасштабных базисных функций;

𝑅𝐶𝐺,𝑖 = [𝜓𝜔𝑖
1 , 𝜓

𝜔𝑖
2 , ..., 𝜓

𝜔𝑖

𝑀 ]𝑇 , (18)
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Рис. 1. Численное решение для Геометрии 2. Магнитудное значение, X и Y компоненты пере

мещения (слева на право). Среднее: многомасштабное решение с использованием непрерывных

базисов. Нижнее: многомасштабное решение с использованием разрывных базисов.

где 𝜓𝜔𝑖

𝑗 = 𝜒𝑖𝜑
𝑜𝑚𝑒𝑔𝑎𝑖

𝑗 (𝑗 = 1, ...,𝑀), а 𝜒𝑖 - кусочно-билинейная функция

формы на грубой сетке, равная 1 в грубой вершине 𝑥𝑖, и равна 0 во всех

остальных грубых вершинах.

𝑅𝑏
𝐷𝐺,𝑖 =

[︁
𝜑𝐾𝑖,𝑏
1 , 𝜑𝐾𝑖,𝑏

2 , ..., 𝜑𝐾𝑖,𝑏
𝑀𝑏

]︁𝑇
; 𝑅𝑜

𝐷𝐺,𝑖 =
[︁
𝜑𝐾𝑖,𝑜
1 , 𝜑𝐾𝑖,𝑜

2 , ..., 𝜑𝐾𝑖,𝑜
𝑀𝑜

]︁𝑇
. (19)

4. Построение системы мелких сеток и проекции на грубую сетку с помощью

матрицы 𝑅;

Матрица глобальной проекции определяется следующим образом

𝑅𝐶𝐺 = (𝑅𝐶𝐺,1, 𝑅𝐶𝐺,2, ..., 𝑅𝐶𝐺,𝑁𝑣
). (20)

𝑅𝐷𝐺 = (𝑅𝑏
𝐷𝐺,1, 𝑅

𝑜
𝐷𝐺,1, 𝑅

𝑏
𝐷𝐺,2, 𝑅

𝑜
𝐷𝐺,2, ..., 𝑅

𝑏
𝐷𝐺,𝑁𝑣

, 𝑅𝑜
𝐷𝐺,𝑁𝑣

). (21)

5. Решение модели, приведенного порядка и реконструкция решения на мел

кой сетке.
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В пятом разделе рассматривается гармоническая задача рассеяния (11) в

неоднородной области в Ω. Для аппроксимации используется метод конечных

элементов и имеем следующую вариационную формулировку (12). В многомас

штабном методе есть следующие шаги:

1. Генерация мелкой сетки, соответствующей краям грубой сетки, и извле

чение подсетки для локальной области 𝜔𝑝.

2. Решение локальных задач в каждой локальной области 𝜔𝑝 с различ

ными граничными условиями и уменьшение размерности путем реше

ния локальной спектральной задачи на вспомогательном пространстве

(Ψ𝜔𝑝
𝜅 ). Представлено построение двух типов многомасштабных базисных

функций: 1) первый тип основан на эллиптической части оператора за

дачи (ℒ𝑢 = ∇𝐴(𝑥)∇𝑢); 2) второй тип основан на полном операторе

(ℒ𝑢 = ∇𝐴(𝑥)∇𝑢+𝑘2𝑛(𝑥)𝑢). Спектральная задача, используемая для опре

деления доминирующих мод, одинакова для обоих типов.

3. Генерация локальных многомасштабных базисных функций путем умно

жения доминирующих собственных значений Ψ
𝜔𝑝
𝜅 из предыдущего ша

га (𝑝 = 1, ...,𝑀𝑖) на многомасштабное разбиение единичной функции 𝜒𝑝

(𝜑𝜔𝑝
𝜅 = 𝜒𝑝Ψ

𝜔𝑝
𝜅 ).

4. Построение проекционной матрицы проекций 𝑅 =

(𝑅1, 𝑅2, ..., 𝑅𝑁𝑣
)𝑇 , 𝑅𝑖 = (𝜑

𝜔𝑝

1 , 𝜑
𝜔𝑝

2 , ..., 𝜑
𝜔𝑝

𝑀𝑖
)𝑇 .

5. Генерация матриц грубого масштаба и правой части, 𝑀𝐻 =

𝑅𝑀ℎ𝑅
𝑇 , 𝐾𝐻 = 𝑅𝐾ℎ𝑅

𝑇 , 𝐵𝐻 = 𝑅𝐵ℎ𝑅
𝑇 , 𝐹𝐻 = 𝑅𝐹ℎ с использовани

ем проекционной матрицы, мелкомасштабных матриц и правой части.

6. Решение грубой системы, (𝐾𝐻 − 𝑖𝐵𝐻 − 𝑘2𝑀𝐻)𝑈𝐻 = 𝐹𝐻 .

7. Реконструкция мелкомасштабного решения, 𝑈𝑚𝑠 = 𝑅𝑇𝑈𝐻 .

Представлены численные результаты для задачи Гельмгольца в неоднородной

области с неоднородными свойствами на препятствиях. Предлагаемый метод

исследуется для различных волновых чисел и количества многомасштабных

базисных функций.

Во второй главе представлены многомасштабные методы для задач в пер

форированных средах. В первом разделе предлагается новый метод построения
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Рис. 2. Эталонные и многомасштабные решения для 𝑘 = 1, Re(u), Im(u) и Abs(u)(слева на

право). Тип 2 многомасштабные базисные функции с 𝑀 = 6. Многомасштабные решения на

грубой сетке 20× 20, 𝐷𝑂𝐹𝑐 = 2646.

многомасштабных базисных функций для задачи рассеяния в перфорирован

ной области. Математическая модель описывается уравнением Гельмгольца для

гармонической рассеянной волны с граничным условием поглощения. Аппрок

симация на мелкой сетке строится методом конечных элементов на неструк

турированной мелкой сетке. Для приближения на грубой сетке предложен

вычислительный алгоритм, в котором подробно описывается и раскрывается

каждый этап построения базисной функции. В отличие от классического мето

да ОММКЭ, в предлагаемом нами методе ОГММКЭ строим вспомогательные

пространства для каждого грубого края локальной области, также строим до

полнительные базисные функции. Сравниваются относительные погрешности

между решением на мелкой сетке и представленным приближением на гру

бой сетке с различным количеством многомасштабных базисных функций для

различных волновых чисел.

У нас есть следующий вычислительный алгоритм для аппроксимации на

грубой сетке методом ОГММКЭ:

1. построение мелкой сетки и локальных областей 𝜔𝑖;

2. решение локальных спектральных задач для каждой грани грубой ячей

ки в снэпшот пространстве для построения многомасштабных базисных

функций в 𝜔𝑖;

3. решение локальной задачи для построения дополнительной многомас

штабной базисной функции в 𝜔𝑖 и многомасштабного разбиения единич

ных функций;

4. построение и решение приближения грубой сетки на многомасштабном
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пространстве.

Рис. 3. Многомасштабная функция разбиение единицы 𝜒𝑖, дополнительный базис 𝜂𝑖 и первые

шесть собственных векторов, соответствующие наименьшим собственным значениям для грани

Γ𝑖,2 для 𝑘 = 1, 4, 8 (сверху вниз).

В каждой локальной области 𝜔𝑖 решаем следующую задачу для снэпшот

пространства, соответствующую Γ𝑖,𝑙 ∈ 𝜕𝜔𝑖

𝑎(𝜑
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 , 𝑣)− 𝑘2𝑚(𝜑
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 , 𝑣) = 0, 𝑥 ∈ 𝜔𝑖, (22)

с граничными условиями Дирихле для соответствующей грубой грани Γ𝑖,𝑙

𝜑
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 · 𝑛 = 𝛿𝑗, 𝑥 ∈ Γ𝑖,𝑙,

и нулевые граничные условия Неймана на других границах

𝜕𝜑
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗

𝜕𝑛
= 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝜔𝑖/(Γ𝑖,𝑙),

Для создания краевого многомасштабного пространства для Γ𝑖,𝑙 ∈ 𝜕𝜔𝑖, ре

шаем следующую локальную спектральную задачу в 𝜔𝑖

𝑎(𝜓
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 , 𝑣)− 𝑘2𝑚(𝜓
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 , 𝑣) = 𝜆𝑗 𝑠(𝜓
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 , 𝑣), 𝑣 ∈ 𝑉 𝑖,𝑙
snap, (23)

где 𝜓𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 ∈ 𝑉 𝑖,𝑙
snap = span{𝜑𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 } и 𝑠(𝑢, 𝑣) =
∫︀
Γ𝑖,𝑙
𝑢 𝑣 𝑑𝑠.

Чтобы решить локальную спектральную задачу в снэпшот пространстве, мы

используем концепцию проекции и определяем матрицу проекции на снэпшот

пространство.

𝑅𝑖,𝑙
snap = (𝜑

𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

1 , 𝜑
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

2 , ..., 𝜑
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑁
Γ𝑖,𝑙
𝑣

)𝑇 ,
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где 𝑁
Γ𝑖,𝑙
𝑣 - количество вершин мелкой сетки на гране Γ𝑖,𝑙. Следовательно, в

матричной форме имеем следующую спектральную задачу

(𝐾 𝑖,𝑙
snap − 𝑘2𝑀 𝑖,𝑙

snap)𝜓
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 = 𝜆𝑗𝑆
𝑖,𝑙
snap𝜓

𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 ,

𝐾 𝑖,𝑙
snap = 𝑅𝑖,𝑙

snap𝐾
𝜔𝑖(𝑅𝑖,𝑙

snap)
𝑇 , 𝑀 𝑖,𝑙

snap = 𝑅𝑖,𝑙
snap𝐾

𝜔𝑖(𝑅𝑖,𝑙
snap)

𝑇 , 𝑆𝑖,𝑙
snap = 𝑅𝑖,𝑙

snap𝑆(𝑅
𝑖,𝑙
snap)

𝑇 ,

где (𝑆)𝑟𝑛 = 𝑠(𝜑𝑟, 𝜑𝑛).

Чтобы построить многомасштабное пространство 𝑉 𝜔𝑖

𝐻 , мы выбираем первые

собственные векторы 𝑀𝑖, соответствующие первым наименьшим собственным

значениям 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ ... ≤ 𝜆𝑀𝑖
для каждой грани спектральной задачи, и

определим пространство 𝑉 𝜔𝑖

𝐻 с помощью

𝑉 𝜔𝑖

𝐻 = span
{︁
𝜒𝑖𝜂𝑖, 𝜒𝑖Ψ

𝜔𝑖,Γ𝑖,1

1 , ..., 𝜒𝑖Ψ
𝜔𝑖,Γ𝑖,1

𝑀𝑖
, ..., 𝜒𝑖Ψ

𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑁𝑖
𝑒

1 , ..., 𝜒𝑖Ψ
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑁𝑖

𝑒

𝑀𝑖

}︁
.

где 𝑁 𝑖
𝑒 - количество граней локальной области 𝜔𝑖. Многомасштабное простран

ство определяется базисными функциями 𝜒𝑖Ψ
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 , где Ψ
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗 = (𝑅𝑖,𝑙
snap)

𝑇𝜓
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑙

𝑗

и 𝜒𝑖 - многомасштабное разбиение единичных функций (обычная узловая ба

зисная функция для узла 𝑖).

Используем концепцию проекции и определяем матрицу проекции из мел

комасштабного пространства в многомасштабное пространство

𝑅 = (𝑅1, 𝑅2, ..., 𝑅𝑁𝑣
)𝑇 , 𝑅𝑖 = (𝜒𝑖𝜂𝑖, 𝜒𝑖Ψ

𝜔𝑖,Γ𝑖,1

1 , ..., 𝜒𝑖Ψ
𝜔𝑖,Γ𝑖,1

𝑀𝑖
, ..., 𝜒𝑖Ψ

𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑁𝑖
𝑒

1 , ..., 𝜒𝑖Ψ
𝜔𝑖,Γ𝑖,𝑁𝑖

𝑒

𝑀𝑖
)𝑇 .

где 𝑅𝑖 - матрица локальной проекции в локальной области 𝜔𝑖, а 𝑁𝑣 - количество

вершин грубой сетки.

Затем, используя глобальную матрицу проекций 𝑅, мы можем определить

систему на грубой сетке

(𝐾𝐻 − 𝑘2𝑀𝐻 + 𝑖𝐵𝐻)𝑈𝐻 = 0, (24)

где 𝑈𝐻 - комплексное значение, 𝑀𝐻 и 𝐾𝐻 - матрицы масс и жесткости на

грубой сетке, а 𝐵𝐻 - граничная матрица масс на грубой сетке

𝑀𝐻 = 𝑅𝑀ℎ𝑅
𝑇 , 𝐾𝐻 = 𝑅𝐾ℎ𝑅

𝑇 , 𝐵𝐻 = 𝑅𝐵ℎ𝑅
𝑇 .

После расчета решения на грубой сетке мы восстанавливаем мелкомасштабное

решение 𝑈𝑚𝑠 = 𝑅𝑇𝑈𝐻 .

Во втором разделе представлено и вычислительно реализован многомас

штабная аппроксимация уравнения конвекции-диффузии в перфорированных
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Рис. 4. Решение на мелкой сетке (сверху) и на грубой сетке (снизу) с 𝑘 = 8 для действительной

части, мнимой части и абсолютного значения (слева направо) для области с перфорацией.

средах с использованием обобщенного многомасштабного разрывного метода

Галеркина. Рассмотрено нестационарное уравнение для концентрации, учиты

вающее диффузионное и конвективное течение в перфорированной области с

реактивными граничными условиями на перфорациях. Приближение на мелкой

сетке строится с использованием разрывного метода Галеркина с внутренним

штрафом (РМГВШ). Для приближения на грубой сетке предлагаются три типа

построения многомасштабных базисных функций, основанных на разделении

границ. Численные результаты получены путем исследования нескольких те

стовых задач с различными параметрами.

В перфорированной области рассматривается нестационарное уравнение

конвекции-диффузии

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝑐−∇ · (𝐷∇𝑐) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (25)

где 𝐷 – коэффициент диффузии, который постоянен, но обычно может быть

неоднородным 𝐷(𝑥), 𝑐 – концентрация, 𝑢 – поле скорости. Дополним уравнение

(25) следующим начальным условием

𝑐 = 𝑐0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 = 0.

Пусть Γ𝑖𝑛∪Γ𝑜𝑢𝑡∪Γ𝑤 = 𝜕Ω и 𝑛 – внешняя нормаль на 𝜕Ω. На границах входа

и выхода потока (Γ𝑖𝑛 и Γ𝑜𝑢𝑡) задаются следующие граничные условия

𝑐 = 𝑐𝑖𝑛, 𝑥 ∈ Γ𝑖𝑛, −𝐷∇𝑐 · 𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑜𝑢𝑡. (26)

На перфорациях, верхней и нижней границах (Γ𝑤) применяем реактивные гра

ничные условия

−𝐷∇𝑐 · 𝑛 = 𝛼(𝑐− 𝑐𝑤), 𝑥 ∈ Γ𝑤, (27)

17



где 𝛼 – параметр реакции, 𝑐𝑤 и 𝑐𝑖𝑛 – заданные концентрации. Обратите внима

ние, что мы предполагаем, что для поля скорости мы имеем 𝑢 · 𝑛 = 0 на Γ𝑤 и

𝑢 = 𝑢1 на Γ𝑖𝑛.

Поле скорости рассчитывается с помощью закона Дарси и уравнения нераз

рывности

𝑘−1𝑢+∇𝑝 = 0, 𝑥 ∈ Ω,

∇ · 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω
(28)

с граничными условиями

𝑢 = 𝑢1, 𝑥 ∈ Γ𝑖𝑛, 𝑝 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑜𝑢𝑡, 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑤, (29)

где 𝑢 – скорость, 𝑝 – давление.

У нас есть следующие вариационные формулировки метода РМГВШ: найти

𝑐ℎ ∈ 𝑃ℎ такое, что

1

𝜏
𝑚(𝑐ℎ − 𝑐ℎ, 𝑟) + 𝑎DG(𝑐ℎ, 𝑟) + 𝑐DG(𝑐ℎ, 𝑟) = 𝑙(𝑟), ∀𝑟 ∈ 𝑃ℎ, (30)

где

𝑎𝐷𝐺(𝑐, 𝑟) =
∑︁
𝐾∈𝒯 ℎ

∫︁
𝐾

𝐷∇𝑐 · ∇𝑟 𝑑𝑥+
∑︁

𝐸∈ℰℎ
𝑏,𝑤

∫︁
𝐸

𝛼 𝑐 𝑟 𝑑𝑠

−
∑︁

𝐸∈ℰℎ
𝑜 ∪ℰℎ

𝑏,𝑖𝑛

∫︁
𝐸

(︁
{𝐷∇𝑐 · 𝑛}[𝑟] + {𝐷∇𝑟 · 𝑛}[𝑐]− 𝛾

ℎ
{𝐷}[𝑐][𝑟]

)︁
𝑑𝑠,

𝑐𝐷𝐺(𝑐, 𝑟) =
∑︁
𝐾∈𝒯 ℎ

∫︁
𝐾

(𝑢 𝑐) · ∇𝑟 𝑑𝑥+
∑︁

𝐸∈ℰℎ
𝑜 ∪ℰℎ

𝑏,𝑜𝑢𝑡

∫︁
𝐸

(�̃�+𝑐+ − �̃�−𝑐−) [𝑟] 𝑑𝑠,

𝑚(𝑐, 𝑟) =
∑︁
𝐾∈𝒯 ℎ

∫︁
𝐾

𝑐 𝑟 𝑑𝑥, 𝑙(𝑟) =
∑︁

𝐸∈ℰℎ
𝑏,𝑖𝑛

∫︁
𝐸

(︁𝛾
ℎ
𝐷 𝑟 − {𝐷∇𝑟 · 𝑛}

)︁
𝑐𝑖𝑛 𝑑𝑥+

∑︁
𝐸∈ℰℎ

𝑤

∫︁
𝐸

𝛼 𝑐𝑤 𝑟 𝑑𝑠,

и 𝛾 – штрафной параметр и �̃� = (𝑢 · 𝑛+ |𝑢 · 𝑛|)/2.
В матричной форме схема (30) имеет следующий вид

1

𝜏
𝑀ℎ(𝑐ℎ − 𝑐ℎ) + (𝐴ℎ + 𝐶ℎ)𝑐ℎ = 𝐹ℎ, (31)

где

𝑀ℎ = 𝑚(𝜑𝑖, 𝜑𝑗); 𝐴ℎ = 𝑎𝐷𝐺(𝜑𝑖, 𝜑𝑗); 𝐶ℎ = 𝑐𝐷𝐺(𝜑𝑖, 𝜑𝑗); 𝐹ℎ = 𝑙(𝜑𝑗),
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𝑐ℎ =
∑︀𝑁ℎ

𝑖=1 𝑐𝑖𝜑𝑖, где размер системы является 𝑁ℎ = 3 ·𝑁ℎ
𝑐𝑒𝑙𝑙 для линейных базис

ных функций и треугольных ячеек мелкой сетки.

Ниже приведено пространство на мелкой сетке для потока

𝑉 = {𝑣 ∈ 𝐿2(Ω) : div 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω)}, 𝑄 = 𝑞 ∈ 𝐿2(Ω).

Слабая формулировка закона Дарси: найти (𝑢, 𝑝) ∈ 𝑉 ×𝑄 такое, что

𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑛(𝑝, 𝑣) = 0, ∀𝑣 ∈ 𝑉

𝑛(𝑢, 𝑞) = 0, ∀𝑞 ∈ 𝑄
(32)

где

𝑑(𝑢, 𝑣) = −
∫︁
Ω

𝑘−1𝑢 · 𝑣𝑑𝑥, 𝑛(𝑢, 𝑝) =

∫︁
Ω

𝑝∇ · 𝑢𝑑𝑥 = 0.

Мы можем записать аппроксимацию закона Дарси в матричном виде(︃
𝐷 𝑁𝑇

𝑁 0

)︃(︃
𝑢

𝑝

)︃
=

(︃
0

0

)︃
, (33)

где мы используем пространство Равьяра-Томаса для скорости и кусочно-посто

янный элемент для давления в мелкомасштабной системе.

Для построения многомасштабных базисных функций рассматривается

несколько типов вспомогательных пространств. Генерируется вспомогательное

пространство в локальной области 𝐾𝑖, учитывая различные граничные условия

на границе стенки Γ𝑖
𝑤 и на внешней границе локальной области 𝜕𝐾𝑖∖Γ𝑖

𝑤. Мы

определяем несколько типов многомасштабных пространств на основе следую

щего представления внешней границы локальной области

𝜕𝐾𝑖∖Γ𝑖
𝑤 = Γ𝑖

𝑇 ∪ Γ𝑖
𝐵 ∪ Γ𝑖

𝐿 ∪ Γ𝑖
𝑅.

Этот подход аналогичен методу, описанный во втором разделе второй главы.

Были исследованы несколько типов построения многомасштабных базисных

функций для различных внешних граничных потоков. Эти многомасштабные

базисные функции могут эффективно фиксировать более мелкую информацию

о задаче конвекции-диффузии и позволяют использовать меньше степеней сво

боды, чем соответствующее моделирование с использованием аппроксимации

конечных элементов на мелкой сетке. Представлены несколько примеров для

проверки эффективности представленного метода. Сравнивая решение на мел

кой сетке и решение на грубой сетке, видим, что ОГММКЭ может точно ап

проксимировать решение на мелкой сетке с меньшим количеством степеней

свободы.
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Рис. 5. Концентрация во временном шаге 𝑡𝑚, 𝑚 = 20, 40, 80. Многомасштабное решение для

многомасштабного пространства Типа 1 с 𝑀 = 30 и 𝐷𝑂𝐹𝐻 = 3540, 𝑒(𝑐20) = 5.2%, 𝑒(𝑐40) = 3.0%

и 𝑒(𝑐80) = 2.4% для 1 геометрии с 1 случаем потока.

В третьей главе описывается комплекс программ для построения много

масштабных пространств для задач распространения волн в неоднородных сре

дах. Программы являются вычислительными библиотеками, написанными на

языке Си и C++. Глава разделена на два основных раздела. Первый раздел
посвящен вычислительной библиотеке для моделирования волновых процессов

с использованием обобщенного многомасштабного разрывного метода Галер

кина. Во втором разделе реализована вычислительная библиотека для моде

лирования уравнения Гельмгольца в средах с неоднородными включениями с

использованием обобщенного многомасштабного метода конечных элементов.

Основные результаты работы. Диссертационная работа посвящена разра

ботке алгоритмов и исследованию многомасштабных методов для решения за

дачи распространения и рассеяния волн, а также задачи конвекции-диффузии

в неоднородных средах.

В диссертационной работе получены следующие основные результаты:

1. Предложен алгоритм решения задачи Гельмгольца, описывающий распро

странение волн в неоднородных средах с использованием метода числен

ного усреднения. Эффективные коэффициенты тензора упругости вычис

ляются с помощью локальных решений на грубой сетке. Результаты счета

показывают, что предлагаемый метод на грубой сетке может обеспечить

точные приближения решений на мелкой сетке, следовательно, могут эф

фективно использоваться для решения поставленной задачи.

2. Исследован многомасштабный метод и обобщенный многомасштабный ме

тод конечных элементов решения задачи рассеяния волн в неоднородной
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области. Математическая модель описывается уравнением Гельмгольца

для гармонической волны с поглощающимися граничными условиями.

Представлены два подхода построения локальных базисных функций на

основе локальных задач с использованием оператора эллиптической ча

сти и оператора Гельмгольца. Для демонстрации эффективности данного

метода был разработан программно-вычислительный комплекс.

3. Выполнены исследования по построению и сравнению двух многомас

штабных методов: непрерывный обобщенный многомасштабный метод Га

леркина и разрывный обобщенный многомасштабный метод Галеркина

для распространения упругих волн. Представлены результаты численно

го решения уравнения Гельмгольца предложенными методами для раз

личного числа базисных функций. Разработан и реализован программно

вычислительный комплекс для моделирования многомасштабных разрыв

ного метода Галеркина.

4. Разработан и численно реализован алгоритм обобщенного граничного

многомасштабного метода конечных элементов для задачи рассеяния и

задачи конвекции-диффузии в перфорированных средах. Построены и ис

следованы разные типы базисных функций для учета неоднородных гра

ничных условий на границах перфорации. Численные результаты показы

вают, что представленный метод дает хорошее приближение решения и

уменьшает размер системы. Представленные численные результаты пока

зали эффективность данного метода.
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