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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì ìû èìååì äåëî

ñ êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ ñèñòåì íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ. Ïðè ïîñòðîåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ òàêèõ çàäà÷ ðåøàþòñÿ

ïðîáëåìû àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ðàçíîñò-

íûõ ìåòîäîâ, ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è â ñëîæíûõ ðàñ÷åòíûõ îáëàñòÿõ. Â ñèëó ýòîãî ìå-

òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îñíîâíàÿ òåõíîëîãèÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ

èíæåíåðíûõ è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé.

Áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå â ñòðîèòåëüñòâå ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðóæå-

íèé, â ìåëèîðàöèè, âîäîñíàáæåíèè, ïðè äîáû÷å íåôòè è ãàçà èìåþò èññëåäîâàíèÿ

äâèæåíèå æèäêîñòè (âîäû, íåôòè) èëè ãàçà (âîçäóõà, ïðèðîäíîãî ãàçà) ñêâîçü ïî-

ðèñòóþ ñðåäó. Íàèáîëåå ïðîñòûå ìîäåëè ôèëüòðàöèè æèäêîñòè ïðèâîäÿò ê îäíî-

ìó ýëëèïòè÷åñêîìó (ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è) èëè ïàðàáîëè÷åñêîìó (íåñòàöèîíàðíûå

çàäà÷è) óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ëèíåéíûìè èëè íåëèíåéíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè. Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé.

Ìîäåëü ïîðèñòîé ñðåäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó íåïðîíèöàåìûõ, íåïî-

äâèæíûõ çåðåí ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ìåæäó êîòîðûìè èìåþòñÿ íåáîëüøèå ïóñòî-

òû � ïîðû. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîðû çàïîëíåíû æèäêîñòüþ èëè ãàçîì, êîòîðûå ìîãóò

ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ ïåðåìåùàòüñÿ. Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ ïðîáëåìàõ

ìû äîëæíû ó÷èòûâàòü ÷òî â ïîðîäàõ, êðîìå ïîð, èìååòñÿ ðàçâèòàÿ ñèñòåìà òðåùèí.

Ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâîéíîé ïîðèñòîñòè òåñíî ñâÿçàíà ñ çà-

äà÷àìè ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ, ñ çàäà÷àìè òå÷åíèÿ ïîäçåìíûõ

âîä, ïðîñà÷èâàíèÿ æèäêîñòè â ãðóíò è ðÿäîì äðóãèõ àêòóàëüíûõ çàäà÷. Äàííûå çà-

äà÷è ñâÿçàíû ñ îñîáåííîñòüþ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ ãðóíòîâ � íàëè÷èåì òðåùèí.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâèæåíèÿ æèäêîñòè â òàêîé ñðåäå áûëè ðàçðàáîòàíû â

êîíöå 50-õ ãîäîâ Ã.È.Áàðåíáëàòòîì, Þ.Ï.Æåëòîâûì, È.Í.Êî÷èíîé. Â ñîâðåìåííîé

ëèòåðàòóðå ýòà ìîäåëü äâîéíîé ïîðèñòîñòè (â ïîðàõ è â òðåùèíàõ) èçâåñòíà êàê

ìîäåëü Áàðåíáëàòòà. Ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì îáìåíà äàâëåíèÿìè ìåæäó

ôàçàìè.
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Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü äâîéíîé ïîðèñòîñòè âêëþ÷àåò äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ â ïîðàõ è äàâëåíèÿ â òðåùèíàõ. Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü

ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïî ìëàäøåìó êîýôôèöèåíòó � îáìåí ìåæäó òðåùèíàìè è

ïîðàìè äî óñòàíîâëåíèÿ îäíîãî è òîãî æå äàâëåíèÿ. Àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿ-

åòñÿ ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, êîãäà ïåðåõîä íà íîâûé âðåìåííîé ñëîé áûë áû ñâÿçàí ñ

ðåøåíèåì äâóõ îòäåëüíûõ çàäà÷, íåñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì. Áîëåå îáùèå ìîäåëè

äâîéíîé ïîðèñòîñòè îñíîâàíû íà ñèñòåìàõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé óðàâíåíèÿ çàâÿ-

çàíû òàêæå ïî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòàì è ïî êîýôôèöèåíòàì ïðè ïðîèçâîäíûõ

ïî âðåìåíè. Óïðîùåííàÿ ìîäåëü äâîéíîé ïîðèñòîñòè ïðèâîäèò ê îäíîìó óðàâíå-

íèþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Õîðîøî èçâåñòíû ñõå-

ìû ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷.

Èíòåðåñíî ïîñòðîèòü ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ýðîçèÿ ïî÷âû � ðàçðóøåíèå è ñíîñ âåðõíèõ íàèáîëåå ïëîäîðîäíûõ ãîðè-

çîíòîâ ïî÷âû. Ýôôåêòèâíàÿ çàùèòà ïî÷â îò âîäíîé ýðîçèè âîçìîæíà ïðè ïëàíîâîì

è ñèñòåìàòè÷åñêîì âíåäðåíèè êîìïëåêñà ïðîòèâîýðîçèîííûõ ìåðîïðèÿòèé, ðàçðà-

áîòàííîãî ñ ó÷åòîì êîíêðåòíûõ ïðèðîäíî-ãåîãðàôè÷åñêèõ óñëîâèé êàæäîãî ðàé-

îíà èëè õîçÿéñòâà. Òàêæå òàêèå çàäà÷è ñòàâÿòñÿ ïðè ñòðîèòåëüñòâå ïîìåùåíèé,

òåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé è òðàíñïîðòíûõ ïóòåé ñîîáùåíèÿ. Çàùèòà åñòåñòâåííûõ

è òåõíîãåííûõ ìàññèâîâ äèñïåðñíûõ ãðóíòîâ îò ðàçìûâà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñà-

ìûõ àêòóàëüíûõ ïðîáëåì íà òåððèòîðèè Ðîññèè. Íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâó-

åò óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà ïîçâîëÿþùåãî ðåøèòü óêàçàííóþ ïðîáëåìó. Îáëàñòü

ðàöèîíàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ çàùèòû ãðóíòîâ îò ýðîçèè äî-

ñòàòî÷íî îãðàíè÷åííà, ïîýòîìó èñïîëüçóþùèåñÿ íà ïðàêòèêå ìåòîäû ÷àñòî ïðè-

ìåíÿþòñÿ â íåñâîéñòâåííûõ äëÿ íèõ óñëîâèÿõ, ÷òî ïðèâîäèò ëèáî ê çàâûøåííîé

ñòîèìîñòè ïðîôèëàêòè÷åñêèõ ðàáîò, ëèáî èõ íèçêîé ýôôåêòèâíîñòè. Î÷åâèäíûì

ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íàëè÷èå ñèñòåì òðåùèí â ãðóíòå äåëàåò åãî íàèáîëåå ïîä-

âåðæåííûì âîäíîé ýðîçèè. Â äàííûõ ñëó÷àÿõ ñ öåëüþ ïðàâèëüíîãî è íå çàòðàòíîãî

îáåñïå÷åíèÿ çàùèòû îò âîäíîé ýðîçèè áóäåò öåëåñîîáðàçíî ïðîâåäåíèÿ êîìïëåêñà

ðàñ÷åòíî-òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà óâëàæíåíèÿ.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà âû÷èñëèòåëüíûõ àë-

ãîðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè ñ
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ó÷åòîì íàëè÷èÿ òðåùèí. Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþ-

ùèå çàäà÷è:

∙ Ïîñòðîåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ, ðåàëèçóþùèõ ìîäå-

ëè äâîéíîé ïîðèñòîñòè;

∙ Ñîçäàíèå ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôèëüòðàöèè â

òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ;

∙ Òåñòèðîâàíèå ðàçðàáîòàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì íà

ìîäåëüíûõ òåñòîâûõ äâóìåðíûõ çàäà÷àõ;

∙ ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è ïðîñà÷èâàíèÿ æèäêîñòè â ãðóíò ïðè íàëè-

÷èè â íåì ñèñòåìû òðåùèí.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

∙ Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ äëÿ ìîäåëåé äâîéíîé ïîðè-

ñòîñòè;

∙ Ðàçðàáîòàíû âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû è ïðèêëàäíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå-

÷åíèå äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ íàñûùåííîé è íåíàñûùåííîé

ôèëüòðàöèè â òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ;

∙ Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïðîñà÷èâàíèÿ âîäû èç êàíàëà

â ãðóíò. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîñà÷èâàíèÿ âîäû â òðåùèíîâàòî-ïîðèñòóþ ñðåäó

ïðîâåäåíî â óñëîâèÿõ ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûõ ê ðåàëüíûì: òðåõìåðíàÿ

çàäà÷à, ñëîæíàÿ ãåîìåòðèÿ âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè, ïîäðîáíûå ðàñ÷åòíûå

ñåòêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà

íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

∙ International Young Scientists Conference on Mathematical Modeling (Liniy,

China, May 24-25, 2010);

∙ Supercomputer Technologies of Mathematical Modeling (Yakutsk, November 28-

30, 2011);
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∙ Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ñåâåðíûõ òåððèòîðèé Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè (ßêóòñê, 21-26 ìàÿ, 2012);

∙ 5th International Conference on Porous Media & Annual Meeting (Prague, Czech

Republic, May 21-24, 2013);

∙ Supercomputer Technologies of Mathematical Modeling (Yakutsk, July 8-11,

2013).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ñëåäóþùèõ ãðàíòîâ:

∙ Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ïðîãðàìì-

íûõ ñðåäñòâ äëÿ ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ïðè-

ðîäîïîëüçîâàíèÿ ñ ó÷åòîì àíòðîïîãåííîãî è òåõíîãåííîãî âîçäåéñòâèÿ íà

îêðóæàþùóþ ñðåäó ðåãèîíàëüíîãî êîíêóðñà ÄÀËÜÍÈÉ ÂÎÑÒÎÊ Ðîññèé-

ñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé;

∙ Ðàçðàáîòêà ïðèêëàäíîãî ÏÎ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äîáû÷è óãëå-

âîäîðîäíîãî ñûðüÿ íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ

�5542 ÃÇ ÌÎ;

∙ ãðàíò 02.740.11.0041 Ðàçðàáîòêà ñèìóëÿòîðîâ ýêîëîãè÷åñêè áåçîïàñíûõ òåõ-

íîëîãèé ðàçðàáîòêè è ìîíèòîðèíãà ìåñòîðîæäåíèé èñêîïàåìûõ Àðêòèêè è

ðåãèîíîâ Ñåâåðà Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû.

Ïóáëèêàöèè. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 íàó÷íûõ ðàáîòàõ,

èç íèõ 2 ñòàòüè [1, 2] â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ âõîäÿùèõ, â ïåðå÷åíü ÂÀÊ, 3

ñòàòüè [3�5], 2 òåçèñà êîíôåðåíöèé [6, 7] è îäíî ó÷åáíîå ïîñîáèå [8].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàíà êðàòêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîäåëåé äâîéíîé ïîðèñòîñòè,

îáñóæäàþòñÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè â òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ, îáîñíîâàíà àê-

òóàëüíîñòü ðàçðàáàòûâàåìûõ è èññëåäóåìûõ â äèññåðòàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãî-

ðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ. Êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì è äàíà

õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
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Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â òðåùèíîâàòî-ïîðèñòîé ñðåäå íà îñíîâå ïñåâäîïàðà-

áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ìîäåëü äâîéíîé ïîðèñòîñòè ïðèâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å

äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝛾

𝜕

𝜕𝑡
div grad 𝑢− div grad 𝑢 = 0.

Çäåñü 𝑢 � äàâëåíèå â òðåùèíîâàòîé ñðåäå, 𝛾 � ïàðàìåòð, çàäàþùèé ïñåâäîïàðà-

áîëè÷íîñòü ìîäåëè. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ 𝑢 ìû èìååì âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü äàâ-

ëåíèå â ïîðàõ. Ìîäåëü çàìûêàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè. Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòî ïðèáëèæåíèå ðàáîòàåò.

Äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé ìîäåëüíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ

êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïî âðå-

ìåíè ïðèìåíÿþòñÿ ñõåìû ñ âåñàìè, âû÷èñëèòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíà

ñ ðåøåíèåì ñåòî÷íîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè. Íà

ìîäåëüíîé äâóìåðíîé (îáåçðàçìåðåííîé) çàäà÷å èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îò ôèçè÷åñêèõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñ. 1

ïðèâîäÿòñÿ õàðàêòåðíûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ

ïðè øàãå ïî âðåìåíè 𝜏 = 0.06 íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå èç 1294 òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ

ñî ñãóùåíèåì â ó÷àñòêàõ ñ íàèáîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ. Ìîæíî, â ÷àñòíî-

ñòè, îòìåòèòü, ÷òî ôèëüòðàöèÿ â òðåùèíàõ ïðîòåêàåò áûñòðåå ÷åì â ïîðàõ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ÷àñòè íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ñâÿçàí ñ ïîñòðîåíèåì

è èññëåäîâàíèåì ñõåì ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Îñîáåí-

íîñòü çàäà÷è îáóñëîâëåíà ðàñùåïëåíèåì îïåðàòîðà ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Â çàäà÷å Êîøè äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà èùåòñÿ

ôóíêöèÿ 𝑢(𝑡) ∈ 𝐻 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

𝐵
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝐴𝑢 = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0,

ïî çàäàííîìó 𝑓(𝑡) ∈ 𝐻 è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

𝑢(0) = 𝑢0.

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû 𝐴 è 𝐵 � ïîëîæèòåëüíûå, ñàìîñîïðÿæåííûå è ñòàöèîíàðíûå.

Â ñëó÷àå ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîé ìîäåëè îïåðàòîð

𝐵 = 𝐸 + 𝛾𝐴.
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Ðèñ. 1: Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â òðåùèíàõ (ñâåðõó), â ïîðàõ (ñíèçó) ïðè 𝑡 = 1.

Äëÿ àääèòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì õàðàêòåðíî ðàçáèåíèå îïåðàòîðà 𝐴 íà ñóììó

îïåðàòîðîâ áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû:

𝐴 =

𝑝∑︁
𝛼=1

𝐴𝛼, 𝐴𝛼 = 𝐴*
𝛼 > 0, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝.

Ïîíèæåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâÿçûâàåòñÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì àääèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òàêæå è äëÿ îïåðàòîðà 𝐵. Ñõåìû

ðàñùåïëåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷

(𝐸 + 𝛾𝐴𝛼)
𝑑𝑢𝛼
𝑑𝑡

+ 𝐴𝛼𝑢𝛼 = 𝑓𝛼(𝑡), 𝑡 > 0, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝

íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ïðè çàäàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ âåêòîðíûå àääèòèâíûå ñõåìû. Îò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, êîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðà 𝑢 = {𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑝}
îïðåäåëÿþòñÿ èç

𝑑𝑢𝛼
𝑑𝑡

+ 𝛾

𝑝∑︁
𝛽=1

𝐴𝛽
𝑑𝑢𝛽
𝑑𝑡

+

𝑝∑︁
𝛽=1

𝐴𝛽𝑢𝛽 = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0,

8



𝑢𝛼(0) = 𝑢0, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝.

Ïîñòðîåííàÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ äëÿ âåêòîðíîé çàäà÷è èìååò âèä

(𝐸 + 𝛾𝐴𝛼)

(︂
𝜃
𝑦𝑛+1
𝛼 − 𝑦𝑛𝛼

𝜏
+ (1 − 𝜃)

𝑦𝑛𝛼 − 𝑦𝑛−1
𝛼

𝜏

)︂
+

𝑝∑︁
𝛼 ̸=𝛽=1

(𝐸 + 𝛾𝐴𝛽)
𝑦𝑛𝛽 − 𝑦𝑛−1

𝛽

𝜏
+

+
𝛼−1∑︁
𝛽=1

𝐴𝛽

𝑦𝑛+1
𝛽 + 𝑦𝑛𝛽

2
+ 𝐴𝛼

𝑦𝑛+1
𝛼 + 2𝑦𝑛𝛼 + 𝑦𝑛−1

𝛼

4
+

𝑝∑︁
𝛽=𝛼+1

𝐴𝛽

𝑦𝑛𝛽 + 𝑦𝑛−1
𝛽

2
= 𝜙𝑛,

𝑛 = 0, 1, ..., 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñõåìû ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ñåòî÷íûõ çàäà÷(︁
𝐸 +

(︁
𝛾𝜃 +

𝜏

4

)︁
𝐴𝛼

)︁
𝑦𝑛+1
𝛼 = 𝜒𝑛

𝛼, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝.

Äîêàçàíà áåçóñëîâíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðåäëîæåííîé ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ.

Ïðîáëåìàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâîéíîé ïîðèñòîñòè íà îñíîâå ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé äëÿ äàâëåíèé â òðåùèíàõ è ïîðàõ ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ãëàâà. Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äâîéíîé ïîðèñòîñòè äëÿ îïèñàíèÿ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè

ôëþèäà â òðåùèíîâàòî-ïîðèñòîé ñðåäå (ñðåäû íåñæèìàåìû):

𝑐1(𝑥)
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

− div(𝑑1(𝑥) grad 𝑢1) + 𝑟(𝑥)(𝑢1 − 𝑢2) = 𝑓1(𝑥, 𝑡),

𝑐2(𝑥)
𝜕𝑢2
𝜕𝑡

− div(𝑑2(𝑥) grad 𝑢2) + 𝑟(𝑥)(𝑢2 − 𝑢1) = 𝑓2(𝑥, 𝑡).

ãäå èíäåêñàìè 1 è 2 îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðû òðåùèíîâàòîé è ïî-

ðèñòîé ñðåä, 𝑟(𝑥)(𝑢1 − 𝑢2) � îáìåííûé ïîòîê ìåæäó ñðåäàìè, 𝑑𝛼 = 𝑘𝛼/𝜇, 𝑘𝛼 �

ïðîíèöàåìîñòè, 𝜇 � âÿçêîñòü ôëþèäà, 𝛼 = 1, 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ïðè 0 < 𝑡 ≤ 𝑇 .

Ñòðîèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè èñïîëüçîâàíèè

íåÿâíûõ àïïðîêñèìàöèé ïî âðåìåíè. Äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé äâóìåðíîé çàäà-

÷è èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè ïðèìåíÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íåÿâíàÿ ñõåìà:

𝑐

∫︁
Ω

𝑦𝑛+1
1 − 𝑦𝑛1

𝜏
𝑣1𝑑𝑥 +

∫︁
Ω

grad 𝑦𝑛+1
1 grad 𝑣1𝑑𝑥 + 𝑟

∫︁
Ω

(𝑦𝑛+1
1 − 𝑦𝑛+1

2 )𝑣1𝑑𝑥 = 0,

∫︁
Ω

𝑦𝑛+1
2 − 𝑦𝑛2

𝜏
𝑣2𝑑𝑥 + 𝑑

∫︁
Ω

grad 𝑦𝑛+1
2 grad 𝑣2𝑑𝑥 + 𝑟

∫︁
Ω

(𝑦𝑛+1
2 − 𝑦𝑛+1

1 )𝑣2𝑑𝑥 = 0.
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Îáåçðàçìåðèâàíèå ïðîâåäåíî ïðè ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòàõ è îäíîðîäíûõ ïðà-

âûõ ÷àñòÿõ òàê, ÷òî

𝑐1 = 𝑐, 𝑑1 = 1, 𝑐2 = 1, 𝑑2 = 𝑑.

Íà îñíîâå âàðèàíòíûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè

òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îò âû÷èñëèòåëüíûõ (ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó è

øàã ïî âðåìåíè) è ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû óðàâíåíèé).

Äëÿ óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû ñòðîÿòñÿ ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïî

ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, êîãäà ïåðåõîä íà íîâûé âðåìåííîé ñëîé îáåñïå÷èâàåòñÿ

ðàçäåëüíûì ðàñ÷åòîì äàâëåíèé äëÿ òðåùèí è ïîð. Îòìå÷åíû äâà âàðèàíòà ñõåì

ñ ðàñùåïëåíèÿì: ïîñëåäîâàòåëüíûé (ðàñ÷åò îäíîãî äàâëåíèÿ ïîñëå ðàñ÷åòà äðóãî-

ãî) è ïàðàëëåëüíûé (íåçàâèñèìûé ðàñ÷åò äàâëåíèé íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè).

Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ èìååò âèä:

𝑐

∫︁
Ω

𝑦𝑛+1
1 − 𝑦𝑛1

𝜏
𝑣1𝑑𝑥 +

∫︁
Ω

grad 𝑦𝑛+1
1 grad 𝑣1𝑑𝑥 + 𝑟

∫︁
Ω

(𝑦𝑛+1
1 − 𝑦𝑛2 )𝑣1𝑑𝑥 = 0,

∫︁
Ω

𝑦𝑛+1
2 − 𝑦𝑛2

𝜏
𝑣2𝑑𝑥 + 𝑑

∫︁
Ω

grad 𝑦𝑛+1
2 grad 𝑣2𝑑𝑥 + 𝑟

∫︁
Ω

(𝑦𝑛+1
2 − 𝑦𝑛+1

1 )𝑣2𝑑𝑥 = 0.

Äëÿ ïàðàëëåëüíîé ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ èìååì:

𝑐

∫︁
Ω

𝑦𝑛+1
1 − 𝑦𝑛1

𝜏
𝑣1𝑑𝑥 +

∫︁
Ω

grad 𝑦𝑛+1
1 grad 𝑣1𝑑𝑥 + 𝑟

∫︁
Ω

(𝑦𝑛+1
1 − 𝑦𝑛2 )𝑣1𝑑𝑥 = 0,

∫︁
Ω

𝑦𝑛+1
2 − 𝑦𝑛2

𝜏
𝑣2𝑑𝑥 + 𝑑

∫︁
Ω

grad 𝑦𝑛+1
2 grad 𝑣2𝑑𝑥 + 𝑟

∫︁
Ω

(𝑦𝑛+1
2 − 𝑦𝑛1 )𝑣2𝑑𝑥 = 0.

Îáîáùåííàÿ ìîäåëü äâîéíîé ïîðèñòîñòè îñíîâûâàåòñÿ íà ñèñòåìå óðàâíå-

íèé

𝑐11(𝑥)
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑐12(𝑥)
𝜕𝑢2
𝜕𝑡

− div(𝑑11(𝑥) grad 𝑢1) − div(𝑑12(𝑥) grad 𝑢2)

+𝑟(𝑥)(𝑢1 − 𝑢2) = 𝑓1(𝑥, 𝑡),

𝑐21(𝑥)
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑐22(𝑥)
𝜕𝑢2
𝜕𝑡

− div(𝑑21(𝑥) grad 𝑢1) − div(𝑑22(𝑥) grad 𝑢2)

+𝑟(𝑥)(𝑢2 − 𝑢1) = 𝑓2(𝑥, 𝑡).

Ïîñòðîåíû ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ, êîòîðûå îñíîâàíû íà ÿâíî-íåÿâíûõ àïïðîêñèìà-

öèÿõ ïî âðåìåíè. Ðàññìîòðåí, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé çàöåïëåíèÿ óðàâíåíèé íå òîëüêî
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ïî ìëàäøèì è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòàì ñèñòåìû, íî è çàöåïëåíèå ïî êîýôôè-

öèåíòàì ïðè ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè. Äîêàçàíà áåçóñëîâíàÿ óñòîé÷èâîñòü ÿâíî-

íåÿâíûõ ñõåì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà ôèëüòðàöèè

â íåíàñûùåííîì ãðóíòå â ïðèáëèæåíèè äâîéíîé ïîðèñòîñòè. Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà

óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïðîöåññ íåíàñûùåííîé ôèëüòðàöèè â òðåùèíîâàòî-

ïîðèñòîé ñðåäå íà îñíîâå óðàâíåíèé Ðè÷àðäñà:

𝑚1
𝜕𝑠1(𝑝1)

𝜕𝑝1

𝜕𝑝1
𝜕𝑡

− div(𝐾1(𝑝1) grad (𝑝1 + 𝑥3)) + 𝑟(𝑥)(𝑝1 − 𝑝2) = 𝑓1,

𝑚2
𝜕𝑠2(𝑝2)

𝜕𝑝2

𝜕𝑝2
𝜕𝑡

− div(𝐾2(𝑝2) grad (𝑝2 + 𝑥3)) + 𝑟(𝑥)(𝑝2 − 𝑝1) = 𝑓2,

ãäå èíäåêñàìè 1 è 2 îáîçíà÷åíû ïàðàìåòðû òðåùèíîâàòîé è ïîðèñòîé ñðåä ñîîò-

âåòñòâåííî, 𝑝𝛼 = 𝑝𝛼/𝜌𝑔 � ïðèâåäåííîå äàâëåíèå, 𝑝𝛼 � äàâëåíèå, 𝑚𝛼 � ïîðèñòîñòü,

𝑠𝛼(𝑝𝛼) � íàñûùåííîñòü, 𝐾𝛼(𝑢𝛼) � ãèäðàâëè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü, 𝑟(𝑥)(𝑢1 − 𝑢2) �

îáìåííûé ïîòîê ìåæäó ñðåäàìè. Äàííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëè-

íåéíûìè èç-çà íåëèíåéíûõ ôóíêöèé 𝑠𝛼(𝑝𝛼), 𝐾𝛼(𝑝𝛼). Âêëàä ãðàâèòàöèîííûé ñèëû

â ïðîöåññ ïðîñà÷èâàíèÿ âîäû îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â

äèôôóçèîííûõ îïåðàòîðàõ div(𝐾𝛼(𝑝𝛼) grad (𝑝𝛼 + 𝑥3)).

Íà ìîäåëüíîé äâóìåðíîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ îò ôèçè÷åñêèõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñ. 2 ïðèâî-

äÿòñÿ õàðàêòåðíûå ðåçóëüòàòû ïî ðàñïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ ïðè øàãå ïî âðåìåíè

𝜏 = 0.1 íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå èç 1132 òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñî ñãóùåíèåì â ó÷àñò-

êàõ ñ íàèáîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 2: Ðàñïðåäåëåíèå íàñûùåííîñòè â òðåùèíàõ (ñâåðõó), â ïîðàõ (ñíèçó) ïðè

𝑡 = 20 ÷.

Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ çàäà÷è ïðîñà-

÷èâàíèÿ èç êàíàëà ñ ó÷åòîì ñèñòåìû êîëîäöåâ. Òðåõìåðíûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû

ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïî ïðîñòðàíñòâó è øàãå

ïî âðåìåíè 𝜏 = 0.1 íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå èç 71574 òåòðàýäðàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Íà

ðèñ. 3, 4 ïîêàçàíî äàâëåíèå â òðåùèíàõ è â ïîðàõ.
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Ðèñ. 3: Ðàñïðåäåëåíèå íàñûùåííîñòè â òðåùèíàõ ïðè 𝑡 = 10 ÷.

Ðèñ. 4: Ðàñïðåäåëåíèå íàñûùåííîñòè â ïîðàõ ïðè 𝑡 = 10 ÷.

Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå ÑÂÔÓ. Íà ðèñ. 5 îòîáðà-

æåíî ðàçáèåíèå îáëàñòè íà íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè

âðåìåíè ñ÷åòà îò êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 6).
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Ðèñ. 5: Ðàçáèåíèå îáëàñòè ïî ïðîöåññîðàì

Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ñ÷åòà îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ

14



Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

1. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû àääèòèâíûå ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïî íàïðàâëåíè-

ÿì äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîé ìîäåëè äâîéíîé ïîðèñòîñòè;

2. Ïîñòðîåíû áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûå ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîöåññàì äëÿ

îáùåé ìîäåëè äâîéíîé ïîðèñòîñòè;

3. Ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïðîñà÷èâàíèÿ èç

êàíàëà â ãðóíò â ïðèáëèæåíèè äâîéíîé ïîðèñòîñòè.
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