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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîåêò íàïðàâëåí íà èññëåäîâàíèå íîâûõ àêòóàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèñêðåòíûõ ñèñòåì è èõ ïðèëîæåíèé.

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìåþò ïðèëîæåíèÿ

â òðàíñçâóêîâîé ãàçîâîé äèíàìèêå, â ìîäåëÿõ âÿçêîóïðóãîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêè, è äðóãèõ ïðè-

êëàäíûõ çàäà÷àõ ôèçèêè è, â ÷àñòíîñòè, ìåõàíèêè. Íåêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ôèçèêè ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ íàó÷íàÿ ëèòåðàòóðà. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøè-

ìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè,

äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà è äëÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà áûëè

ïðîâåäåíû âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [1�7] è ññûëêè â íèõ). Îäíèì èç àêòèâíî ðàç-

âèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ÿâëÿþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà. Èíòåðåñ ê èñ-

ñëåäîâàíèþ ýòèõ êðàåâûõ çàäà÷ âûçâàí òåì, ÷òî äðîáíûå ïðîèçâîäíûå íàèáîëåå àäåêâàòíî

îïèñûâàþò ðåàëüíûå ïðîöåññû ñ ïàìÿòüþ è íàñëåäñòâåííûìè ñâîéñòâàìè.

Ðàçëè÷íûå âèäû êðàåâûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû äëÿ êëàññè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, à èìåííî óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè, èññëåäî-

âàíû â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñòåïåíè. Íåïîñðåäñòâåííî òàêèå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò ïðè ìîäåëè-

ðîâàíèè ïðîäîëüíûõ âîëí â ñòåðæíÿõ, â òåîðèè äëèííûõ âîëí íà âîäå, â òåîðèè âîëí â ïëàçìå.

Ðàçðåøèìîñòü òåõ èëè èíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé, íî ñ ãëàäêèìè êîýôôè-

öèåíòàìè, èçó÷àëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. À òàê æå, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ,

ïðîòåêàþùèõ â ñîñòàâíûõ ñðåäàõ ñ ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, â

êîòîðûõ íà ëèíèè ðàçðûâà íåîáõîäèìî çàäàâàòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (ñêëåéêè).

Êðàåâûå çàäà÷è ñ ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè â ðàìêàõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ óñëîâèÿìè òè-

ïà Ñèíüîðèíè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåðåñ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî

èñ÷èñëåíèÿ, òàê è â ñâÿçè ïðèêëàäíûìè èíæåíåðíûìè çàäà÷àìè. Â èçó÷åíèè ïîäîáíûõ çàäà÷,

òðóäíîñòè ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû ñ íåëèíåéíîñòüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íåãëàäêîñòüþ îáëà-

ñòåé, à òàêæå ñ ñîîòíîøåíèÿìè, îòðàæàþùèìè íåîäíîðîäíûå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ òåë. Â

íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå çàäà÷è ìåõàíèêè

äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè â âèäå íåðàâåíñòâ ñì., íàïðèìåð, [8�10].
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Íàó÷íûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè è àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

äëÿ íàãðóæåííûõ íåîäíîðîäíûõ òåë ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé, îï-

òèìàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ. Îäíèì èç

âàæíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñîçäàíèåì àðìèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ, ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå

íàèëó÷øåãî ðàñïîëîæåíèÿ æåñòêèõ êîìïîíåíòîâ, âûáîðà èõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì, à òàêæå

îïòèìàëüíûõ âíåøíèõ íàãðóçîê.

Çàìåòèì, ÷òî äðîáíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñòàëè ïîïóëÿðíûì ïðåäìåòîì èñ-

ñëåäîâàíèé â ñâÿçè ñ èõ øèðîêîé ïðèìåíèìîñòüþ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâåííûõ íàóê. Îáùóþ

èíôîðìàöèþ ïî äðîáíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [11�13]. Âû-

âîä êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö êàê äèíàìè÷åñêîãî çàêîíà áîëü-

øèõ ÷èñåë äëÿ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ïî-âèäèìîìó, áûë íà÷àò â [14]

è äàëåå ðàçâèâàëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ, ñì., íàïðèìåð, [15�18]. Â äàííîé ðà-

áîòå ìû ðàçâèâàåì ýòîò ïîäõîä äëÿ ïîëóìàðêîâñêèõ ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ìîäå-

ëèðóåìûõ êàê ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (CTRW) ñ íåýêñïîíåíöèàëüíûìè

âðåìåíàìè îæèäàíèÿ. Ïîëó÷åííûå íîâûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ äðîáíûìè ïî

âðåìåíè óðàâíåíèÿìè ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùåãî îò ïîçèöèè. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé

êîððåêòíîñòè äëÿ äðîáíûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ñèñòåì ïðÿìûõ è îáðàòíûõ äðîáíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ äðîáíûìè

èãðàìè ñðåäíåãî ïîëÿ. Èãðû ñðåäíåãî ïîëÿ èñïîëüçóþòñÿ â ìîäåëèðîâàíèè ïðîáëåì öåíîîáðà-

çîâàíèÿ íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ, â òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ðåñóðñîâ è äð.

Òåîðèÿ ãðàôîâ (áèíàðíûõ îòíîøåíèé) íàõîäèò ïðèëîæåíèÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ äèñêðåò-

íîé ìàòåìàòèêè, â ñòðóêòóðíîé õèìèè, ãåííûõ è òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ è ò.ä.

Â 1995 ã. Àâãóñòèíîâè÷ è Áîðîäèí ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå òî÷íîå îïèñàíèå ãðàíåé ÷åòû-

ðåàíãóëÿöèé ñ δ ≥ 3 íà òîðå: (3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 10), (3, 3, 5, 7), (3, 3, 6, 6), (3, 4, 4, 6), (4, 4, 4, 4),

êîòîðîå òàêæå âåðíî äëÿ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé ëþáîãî áîëüøåãî ðîäà ïðè óñëîâèè, ÷òî

÷åòûðåàíãóëÿöèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêà. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ëþáàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñ δ ≥ 4 íà òîðå,

à òàêæå ëþáàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñ δ ≥ 4 íà ëþáîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè

áîëüøåãî ðîäà, ñîäåðæèò ãðàíü îäíîãî èç òèïîâ (4, 4,∞), (4, 6, 12), (4, 8, 8), (5, 5, 8), (5, 6, 7) èëè

(6, 6, 6), ãäå âñå ïàðàìåòðû íåóëó÷øàåìû.

Èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëåáåãà (1940) î ñòðîåíèè ìëàäøèõ ãðàíåé â 3 ìíîãîãðàííè-

êàõ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ïëîñêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ íå ìåíåå 4 ñîäåðæèò
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3-ãðàíü, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîé ìàæîðèðóþòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

(4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 7). Íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå òî÷íîå îïèñà-

íèå ãðàíåé â ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèÿõ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ íå ìåíåå 4: (4, 4,∞), (4, 6, 10),

(4, 7, 7), (5, 5, 8), (5, 6, 7).

Ïóñòü g(k, t) åñòü ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî êàæäûé ïëîñêèé ãðàô ñ îáõâàòîì

g íå ìåíüøèì g(k, t), ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ δ = 2 è áåç (k + 1)-öåïåé, ñîñòîÿùèõ èõ âåðøèí

ñòåïåíè 2, ãäå k ≥ 1, ñîäåðæèò 3-âåðøèíó ñ íå ìåíåå ÷åì t ñîñåäÿìè ñòåïåíè 2, ãäå 1 ≤ t ≤ 3.

Äîêàçàíî, ÷òî g(k, 1) = 3k + 4, g(k, 2) = 3k + 5 è g(k, 3) = 3k + 8 äëÿ âñåõ k ≥ 2.

Ïðèìåíåíèå áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì (ÁÑ) äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èìå-

åò øèðîêèé ñïåêòð: çàäà÷è ñòàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèÿ äèôðàêöèè, òåîðèÿ ýëåê-

òðè÷åñêèõ öåïåé, òåîðèÿ êèáåðíåòè÷åñêèõ ñèñòåì, êâàíòîâîé õèìèè è ò.ä. Òåîðèÿ ðåøåíèÿ ÁÑ

ðàçâèòà, â îñíîâíîì, äëÿ äâóõ óçêèõ êëàññîâ ÁÑ: ðåãóëÿðíûõ è ñèñòåì ñ ðàçíîñòíûìè èíäåê-

ñàìè, ïîýòîìó èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå â åñòåñòâîçíàíèè è òåõíèêå ñèëüíî îãðàíè÷èâàåòñÿ

íåäîñòàòî÷íîé ðàçðàáîòàííîñòüþ òåîðèè ÁÑ. Äàííûé ïðîåêò íàïðàâëåí íà ðàçðàáîòêó íîâîãî

ïîäõîäà èññëåäîâàíèÿ îáùèõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì.

Öåëü ðàáîòû: ïîëó÷åíèå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè; ðàçâèòèå ìåòîäîëîãèè èññëåäîâàíèÿ

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íà îñíîâå ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè áåñ-

êîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé; àíàëèç íåëèíåéíûõ çàäà÷ äëÿ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé êîìïîçèòíûõ òåë ñ âêëþ÷åíèÿìè; èññëåäîâàíèå êîððåêòíîñòè äëÿ äðîáíûõ

êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà; ïîëó÷åíèå íîâûõ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ ãðàôîâ.

Íà äàííîì ýòàïå äëÿ ðåàëèçàöèè öåëè ïðîåêòà âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ðàáîòà:

- Èññëåäîâàíû êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé îäíîðîäíûõ è

êîìïîçèòíûõ òåë ñ òðåùèíàìè. Äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷ î ðàâíîâå-

ñèè òåðìîóïðóãèõ ïëàñòèí, î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè

ïàðàìåòðàìè âêëþ÷åíèé èëè æå âíåøíèìè íàãðóçêàìè â íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ,

îïèñûâàþùèõ ðàâíîâåñèå êîìïîçèòíûõ òåë.

- Èññëåäîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ äâóìåðíîãî òåëà ñ òðåùèíîé

è äâóìÿ æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè, ñîåäèíåííûìè øàðíèðíûì îáðàçîì.

- Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàñòèíû ñ ïëîñêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì, êîòîðîå

êîíòàêòèðóåò ñ íåäåôîðìèðóåìûì òåëîì íà ÷àñòè âíåøíåé ãðàíèöû. Óñòàíîâëåíû ñóùåñòâîâà-
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íèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîëó÷åíà ýêâèâàëåíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà.

- Èññëåäîâàíà ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ

íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Ñ ïîìîùüþ íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è ñïåöèàëüíîé ðåãóëÿ-

ðèçàöèè äîêàçàíà îáîáùåííàÿ è ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è.

Òàêæå óñòàíîâëåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

- Èññëåäîâàíû äâå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ñîáîëåâà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñìåøàí-

íîãî òèïà â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè è Ãàëåðêèíà äîêàçàíà

ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è ñ ëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ðàçðåøèìîñòü

âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ñâîäèòñÿ ê ðàçðåøèìîñòè ïðåäû-

äóùåé çàäà÷è, íî äëÿ èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü

ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ îáå-

èõ çàäà÷ ïîëó÷åíà îöåíêà ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

- Èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è ñ äàííûìè Äèðèõëå è äîïîëíèòåëüíûìè

óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà.

- Ïîñòðîåíà àïïðîêñèìàöèÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (CTRW)

ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ â ñðåäíåì ïîëå ÷àñòèö äëÿ ñëó÷àÿ íåýêñïîíåíöèàëüíûõ âðåìåí

îæèäàíèÿ ìåæäó ñêà÷êàìè. Èññëåäîâàíà êîððåêòíîñòü ïîëó÷åííûõ íîâûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ñ ïåðåìåííûì äðîáíûì ïîðÿäêîì è ïðèâåäåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ôîðìóëà äëÿ èõ ðåøåíèé.

- Îïèñàíèå ãðàíåé è 3-âåðøèí â òðèàíãóëÿöèÿõ íà ïîâåðõíîñòÿõ è â ðàçðåæåííûõ ïëîñ-

êèõ ãðàôàõ.

- Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Ãàóññà-Éîðäàíà äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì íà

áåñêîíå÷íûå íåîäíîðîäíûå è îäíîðîäíûå ñèñòåìû îáùåãî âèäà ñ áåñêîíå÷íûì îïðåäåëèòåëåì

îòëè÷íûì îò íóëÿ. Îáîáùåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà íîâîé òåîðèè ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ áåñêî-

íå÷íûõ ñèñòåì, ïðåäëîæåííîé íàìè, êîòîðàÿ äàåò òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå ðÿäà.

Ïîêàçàëè, ÷òî ïðèìåíåíèå ðåäóêöèè â óçêîì ñìûñëå â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ñèñòåì äàåò òîëüêî

òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ïîýòîìó, ÷òîáû îáîáùèòü ìåòîä Ãàóññà-Éîðäàíà äëÿ ðåøåíèÿ áåñêîíå÷-

íûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì, ìû èñïîëüçîâàëè ìåòîä ðåäóêöèè â øèðîêîì ñìûñëå. Äàåòñÿ ÷èñëåííîå

ñðàâíåíèå, êîòîðîå ïîêàçûâàåò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü.

Ïîëó÷åííûå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé ðàç-

âèòèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ â ýêîíîìèêå, ýêîëîãèè,

ñòðîèòåëüñòâå è äðóãèõ îáëàñòÿõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ðàöèîíàëüíîãî ïðèðîäî-
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ïîëüçîâàíèÿ, ïðîãíîçèðîâàíèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì è äð.

Äîñòèæåíèå òðåáóåìîãî êà÷åñòâà ðàáîò îáåñïå÷èâàåòñÿ èìåþùèìñÿ íàó÷íûì çàäåëîì

êîëëåêòèâà ïî òåìå ïðîåêòà. Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé íîâûõ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ â ðàì-

êàõ ïðîåêòà, èñïîëüçîâàíû ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ìèðîâîé íàóêè

â äàííîé îáëàñòè, à òàêæå ïîäõîäû, ìåòîäû è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå èñïîëíèòåëÿìè

ïðîåêòà.
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1 Îïòèìàëüíûå ðàñïîëîæåíèå è ôîðìà æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ â êîíòàêòíîé çàäà÷å

äëÿ íåîäíîðîäíîãî äâóìåðíîãî òåëà

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé îáú-

åêòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ìåõàíè÷åñêèé êîíòàêò êîìïîçèòà ñ æåñòêèì ïðå-

ïÿòñòâèåì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ íà äâóìåðíîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè è îïè-

ñûâàåò ðàâíîâåñèå êîìïîçèòíîãî òåëà, ñîñòîÿùåãî èç óïðóãîé ìàòðèöû è æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ.

Íà ðàçíûõ ÷àñòÿõ ãðàíèöû îáëàñòè íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ â âèäå íåðàâåíñòâà

è óñëîâèå çàùåìëåíèÿ. Âàðüèðóÿ ïàðàìåòðû, îïèñûâàþùèå ðàñïîëîæåíèå è ôîðìó æåñòêîãî

âêëþ÷åíèÿ, ïðèõîäèì ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñåìåéñòâó çàäà÷. Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè ââîäèòñÿ ïðîèçâîëüíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì, îïðåäå-

ëåííûì íà ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê êîîðäèíàòû ðàñïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ è

ïàðàìåòð èçìåíåíèÿ åãî ôîðìû ñëóæàò óïðàâëåíèåì. Ìíîæåñòâî, îïèñûâàþùåå äîïóñòèìûå

ðàñïîëîæåíèÿ è ôîðìû âêëþ÷åíèÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ êîìïàêòíûì â R3.

Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ôîð-

ìîé è íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà îò ïàðàìåòðîâ

ðàñïîëîæåíèÿ è èçìåíåíèÿ ôîðìû âêëþ÷åíèÿ. Â ðàìêàõ ïîäõîäÿùèõ ïðåäëîæåíèé íàéäåíû

è ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íî-

âèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè èññëåäîâàíèÿìè, ñì. [19] ïî îïòè-

ìàëüíîé ôîðìå æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ ñîñòîèò â îñëàáëåíèè òðåáîâàíèé îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿð-

íîñòè ãðàíèöû. Áîëåå òîãî, äàííûé ðåçóëüòàò îáîáùàåò ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû [20], ãäå

ðàññìîòðåíû òîëüêî ïàðàìåòðû ðàñïîëîæåíèÿ. ïîñòàíîâêà íàñòîÿùåé çàäà÷è òàêæå ïðèíèìà-

åò âî âíèìàíèå çàâèñèìîñòü âíåøíèõ ñèë îò ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå è ôîðìó

âêëþ÷åíèÿ, òîãäà êàê â ðàáîòå [20] ðàññìàòðèâàëàñü òîëüêî îäíî íåèçìåííîå çàäàííîå çíà÷åíèå

ôóíêöèè âíåøíèõ ñèë. Ôàêòè÷åñêè ìû ïðèíèìàåì è ðàçâèâàåì ïîäõîä ðàáîòû [20] äëÿ áîëåå

îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïðè ýòîì óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè èññëåäóåìîé

çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [21].

Ñåìåéñòâî âàðèàöèîííûõ çàäà÷

Ïóñòü Ω ⊂ IR2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C0,1, Γ = Γ0 ∪ Γs, meas(Γ0) > 0.

Îáëàñòü Ω ìîæåò áûòü íåîäíîñâÿçíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ω ëåæèò ñòðîãî

âíóòðè Ω, ò.å. ω̄ ⊂ Ω. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé fs : ω → R2, s ∈ [0, T ]

10



òàêîå, ÷òî f0(ω) = ω è îáëàñòè fs(ω) = ωs ÿâëÿþòñÿ îäíîñâÿçíûìè ëèïøèöåâûìè îáëàñòÿìè

ñî ñâîéñòâîì ωs ⊂ Ω äëÿ âñåõ s ∈ [0, T ]. Êðîìå òîãî, äëÿ ñåìåéñòâà îáëàñòåé {ωs}, s ∈ [0, T ]

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ.

Ïðåäïîëîæåíèå 1.1 Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé s ∈ [0, T ] è

ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî

ωt ⊂ ωε
s äëÿ âñåõ |t− s| < δ, (1.1)

ãäå ωε
s îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

Oε = {x ∈ IR2 | dist(x,O) < ε} (1.2)

ñ ïðîèçâîëüíîé ïîäîáëàñòüþ O ⊂ Ω è ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì ε.

Çàìå÷àíèå 1.1 Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå ïîâîðîò ω íà óãëû 2πs

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè îáëàñòè ω, óäîâëåòâîðÿåò (1.1).

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî (0, 0) ∈ ω. Äëÿ êàæäîãî (s, y), s ∈ [0, T ], y =

(y1, y2) ∈ Ω, ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííûå îáëàñòè

ω(s, y) = {x = (x1, x2) | (x1, x2) = (y1, y2) + (z1, z2), ãäå (z1, z2) ∈ ωs},

êîòîðûå îïèñûâàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû è ïåðåíîñû èñõîäíîé îáëàñòè ω.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûé çàäàííûé êîìïàêò A ⊂ [0, T ] × Ω ⊂ IR3

ñîñòîÿùèé èç âñåõ (s, y) òàêèõ ÷òî

s ∈ [0, T ], y = (y1, y2) ∈ Ω, è ω(s, y) ⊂ Ω.

Ìíîæåñòâî A îïðåäåëÿåò äîïóñòèìûå ôîðìû è ðàñïîëîæåíèÿ (ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû) îäíîãî

âñòðîåííîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äëÿ âñåõ (s, y) ∈ A îáëàñòü Ω\ω(s, y)

èìååò ëèïøèöåâóþ ãðàíèöó.

Â êà÷åñòâå íàãëÿäíîãî ïðèìåðà, äàþùåãî ïîäõîäÿùåå ìíîæåñòâî A, ìû ïðåäëàãàåì ñëå-

äóþùåå ìíîæåñòâî Aex = [0, 1]× [−l, l]× [−l, l], with 0 < l < 2−
√
2, äëÿ êâàäðàòíûõ îáëàñòåé

Ω = [−2, 2]× [−2, 2], ω = [−1, 1]× [−1, 1] è îáëàñòè ωs îïðåäåëÿþòñÿ ïîâîðîòàìè ω íà óãëû 2πs
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îòíîñèòåëüíî öåíòðà êâàäðàòíîé ïîäîáëàñòè ω.

Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 1.2 Äëÿ ëþáûõ (s, y) ∈ A è ëþáîé ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè D ⊂

ω(s, y) íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ > 0 òàêîå ÷òî D ⊂ ω(ŝ, ŷ)∩ω(s, y)

äëÿ âñåõ (ŝ, ŷ) ∈ A òàêîå ÷òî

∥(ŝ, ŷ)− (s, y)∥IR3 < δ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W = (w1, w2) âåêòîð ïåðåìåùåíèé. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

H1,0(Ω) = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 íà Γ0}, H(Ω) = H1,0(Ω)2.

Ââåäåì òåíçîðû, îïèñûâàþùèå äåôîðìàöèþ óïðóãîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîãî òåëà

ε11(W ) =
∂w1

∂x1

, ε12(W ) = ε21(W ) =
1

2

(
∂w1

∂x2

+
∂w2

∂x1

)
, ε22(W ) =

∂w2

∂x2

.

σij(W ) = cijklεkl(W ), i, j = 1, 2,

ãäå cijkl � çàäàííûé òåíçîð óïðóãîñòè, ïðåäïîëàãàåìûé ñèììåòðè÷íûì è ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííûì:

cijkl = cklij = cjikl, i, j, k, l = 1, 2, cijkl = const,

cijklξijξkl ≥ c0|ξ|2, ∀ξ, ξij = ξji, i, j = 1, 2, c0 = const, c0 > 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá îáëàñòè Ω, ââèäó íåðàâåíñòâà Êîðíà [9] âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ∫
Ω

σij(W )εij(W )dΩ ≥ c∥W∥2H(Ω), ∀W ∈ H(Ω), (1.3)

ñ ïîñòîÿííîé c > 0 íå çàâèñÿùåé îò W .

Çàìå÷àíèå 1.2 Íåðàâåíñòâî (1.3) îáåñïå÷èâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñòàíäàðòíîé íîðìû â H(Ω)

è ïîëóíîðìû, îïðåäåëÿåìîé ëåâîé ÷àñòüþ (1.3).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòàâíîãî òåëà ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì ω(s, y)

âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàíèìàòü ïðîèç-

âîëüíóþ ïîäîáëàñòü O ⊂ Ω. Â ýòîì ñëó÷àå ñìåùåíèÿ â îáëàñòè O äîëæíû èìåòü îñîáóþ ñòðóê-

òóðó W |O = ρ, ãäå ρ ∈ R(O) è R(O) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî ìàëûõ æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé
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íà O

R(O) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x1, x2) = b(x2,−x1) + (c1, c2);

b, c1, c2 ∈ IR, (x1, x2) ∈ O},

ñì, [22].

Äàëåå çàôèêñèðóåì ýëåìåíò (s, y) ∈ A è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü ω(s, y) ñîîòâåòñòâóåò

îáúåìíîìó (îáúåìíîìó) æåñòêîìó âêëþ÷åíèþ, à îáëàñòü

Ω\ω(s, y),

ñîîòâåòñòâóåò óïðóãîé ÷àñòè òåëà. Óñëîâèå Ñèíüîðèíè âîçìîæíîãî ìåõàíè÷åñêîãî êîíòàêòà ñ

íåäåôîðìèðóåìûì ïðåïÿòñòâèåì çàïèñûâàåòñÿ êàê

Wν ≤ 0 íà Γs,

ãäå ν = (ν1, ν2) � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Γ. Íà âíåøíåé ãðàíèöå Γ0 ñòàâèòñÿ îäíîðîäíîå

êðàåâîå óñëîâèå Äèðèõëå. Ââåäåì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè

Π(W, s, y) =
1

2

∫
Ω

σij(W )εij(W )dΩ−
∫
Ω

F (s, y)WdΩ, (1.4)

ãäå F (s, y) =
(
f1(s, y), f2(s, y)

)
∈ C([0, T ]× Ω;L2(Ω))

2 � çàäàííûé âåêòîð âíåøíèõ ñèë.

Çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè êîìïîçèòíîãî òåëà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùåé çà-

äà÷è ìèíèìèçàöèè.

Íàéòè U = U(s, y) ∈ K(s, y),

òàêîå ÷òî Π(U, s, y) = inf
W∈K(s,y)

Π(W, s, y), (1.5)

ãäå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

K(s, y) = {W ∈ H(Ω) | Wν ≤ 0 íà Γs,

W |ω(s,y) = ρ, ãäå ρ ∈ R(ω(s, y))}.

èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå U(s, y) ∈ K(s, y), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
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âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó [9]

∫
Ω

σij(U(s, y))εij(W − U(s, y))dΩ ≥
∫
Ω

F (s, y)(W − U(s, y))dΩ, (1.6)

äëÿ âñåõ W ∈ K(s, y).

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà J : A → IR çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïî-

ìîùüþ ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà JG(s, y) = G(U(s, y)), ãäå U(s, y) � ðåøåíèå çàäà÷è (1) è G :

H(Ω) → IR � ïðîèçâîëüíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ, èìåþùèõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë, ìîæíî ïðèâåñòè

ôóíêöèîíàë G1(W ) = ∥W − W0∥H(Ω) õàðàêòåðèçóþùèé îòêëîíåíèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèé îò

çàäàííîé ôóíêöèè W0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

Íàéòè (s∗, y∗) ∈ A òàêîå ÷òî JG(s
∗, y∗) = sup

(s,y)∈A
JG(s, y). (1.7)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû õîòèì íàéòè íàèëó÷øåå ðàñïîëîæåíèå è ôîðìó âêëþ÷åíèÿ, îáåñïå÷èâà-

þùèå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè. Íèæå ïðèâîäèòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò

ãëàâû.

Òåîðåìà 1.1 Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.7).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû è ïîëíîå ñîäåðæàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòüè ïðèâåäåíî â ðà-

áîòå [21].

14



2 Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè äëÿ òåðìîóïðóãîé ïëàñòèíû Êèðõãîôà�Ëÿâà ñ íàêëîííîé

òðåùèíîé

Íåëèíåéíûå ìîäåëè ïëàñòèí Êèðõãîôà � Ëÿâà ñ óñëîâèåì òèïà Ñèíüîðèíè íà ïîâåðõ-

íîñòè òðåùèí èññëåäîâàëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [8, 9, 23, 24].). Áîëüøèíñòâî

ýòèõ ðàáîò ïîñâÿùåíî âåðòèêàëüíûì òðåùèíàì, îïðåäåëÿåìûì öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿ-

ìè, îáðàçóþùèå êîòîðûõ ïåðïåíäèêóëÿðíû ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû â èñõîäíîì ñîñòîÿ-

íèè. Ñóùåñòâóåò íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ óïðóãèì ïëàñòèíàì ñ íàêëîííûìè

òðåùèíàìè, ñì., íàïðèìåð, [25, 26]. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì, äî ñèõ ïîð èçó÷àëèñü òîëü-

êî òåðìîóïðóãèå ïëàñòèíû ñ âåðòèêàëüíûìè òðåùèíàìè (ñì., íàïðèìåð, [27, 28]). Â áàçîâîé

ðàáîòå [27] äëÿ ìîäåëè òåðìîóïðóãîé ïëàñòèíû ñ âåðòèêàëüíîé òðåùèíîé óñòàíîâëåíû ðàçðå-

øèìîñòü çàäà÷è, ïîëó÷åíû äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ íà êðèâîé òðåùèíû (èíäóöèðîâàííûå

âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè), à òàêæå óñòàíîâëåíà äîïîëíèòåëüíàÿ ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ âáëèçè

êðèâîé òðåùèíû.

Ñôîðìóëèðîâàíà íîâàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ðàâíîâåñèå òåðìîóïðóãîé ïëà-

ñòèíû ñ íàêëîííîé òðåùèíîé. Ó÷åò òåìïåðàòóðíûõ ýôôåêòîâ ìîæåò ñûãðàòü ñóùåñòâåííóþ

ðîëü â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, âîçíèêàþùèõ ïðè ýêñïëóàòàöèè â óñëîâèÿõ Êðàéíåãî Ñåâåðà. Ïðè

çàäàíèè óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ íà òðåùèíå ïðèìåíåí ñïîñîá, ñîîòâåòñòâóþùèé îáùåìó ñëó÷àþ

íàêëîííîé òðåùèíû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ [25]. Ñëåäóåò îò-

ìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåé ìîäåëè ñèëû òðåíèÿ íà áåðåãàõ òðåùèíû íå ó÷èòûâàþòñÿ. Äîêàçàíî

ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà îïóáëèêî-

âàíû â [29].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â IR2 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ.

Ââåäåì òðåõìåðíîå äåêàðòîâî ïðîñòðàíñòâî {x1, x2, z} òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî {Ω} × {0} ⊂ IR3

áûëî ðàñïîëîæåíî â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñ ïîñòîÿííîé òîëùèíîé 2h.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü òðåùèíû Ψ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì z = Φ(x), x ∈ ΩΨ ⊂ Ω (ñì. Ðèñ.

1.). Çäåñü ΩΨ � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè òðåùèíû (ò.å. ãðàôèêà z = Ψ(x)) íà

ïëîñêîñòü z = 0. Ìíîæåñòâî ΩΨ ïðåäïîëàãàåòñÿ çàìêíóòûì â R2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

n(x) = (−∇Ψ(x), 1)/
√
1 + |∇Ψ(x)|2
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åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè z = Ψ(x), x ∈ ΩΨ. Âûáðàííîå íàïðàâëåíèå íîðìàëè

n(x) îïðåäåëÿåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ãðàíè òðåùèíû, êîòîðûå îáîçíà÷à-

þòñÿ Ψ+, Ψ− ñîîòâåòñòâåííî. Êðèâàÿ Γc � ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè òðåùèíû Ψ ñ ïëîñêîñòüþ

z = 0. Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî |∇Ψ(x)| ≠ 0, x ∈ ΩΨ.

Ðèñóíîê 1 � Ñå÷åíèå ïëàñòèíû ñ íàêëîííîé òðåùèíîé

Ïðîåêöèþ ΩΨ ïîâåðõíîñòè Ψ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ â ñî-

îòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì îñè z, à èìåííî, ΩΨ = Ω+
Ψ∪Ω−

Ψ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω+
Ψ ÷àñòü ïðîåêöèè

Ψ ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà ÷àñòü ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè â íàïðàâëåíèè ïîëîæèòåëüíîãî

íàïðàâëåíèÿ îñè z. Àíàëîãè÷íî, ââåäåì Ω−
Ψ. Â ÷àñòíîñòè, êðèâàÿ Γc ïðèíàäëåæèò êàê Ω+

Ψ, òàê

è Ω−
Ψ (ñì. Ðèñ. 2.). Ñ÷èòàåì, ÷òî íàïðàâëåíèå íîðìàëè ν = (ν1, ν2) ê êðèâîé Γc â ïëîñêîñòè x

ëåæèò âíå Ω−
Ψ è âíóòðè Ω+

Ψ. Ïóñòü x ∈ ΩΨ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y = Px îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ

(íà ïëîñêîñòè z = 0) òî÷êè x íà êðèâóþ Γc. Ìíîæåñòâà Ω±
Ψ ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëû-

ìè, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå y = Px îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

x ∈ Ω±
Ψ.

Ðèñóíîê 2 � Îáëàñòè Ω−
Ψ è Ω+

Ψ, ïðîåêöèÿ y = Px íà êðèâóþ Γc

Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè ïëàñòèí Êèðõãîôà�Ëÿâà ãîðèçîíòàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ëèíåéíî

çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû z, ò.å.

W (z) = W − z∇w, |z| ≤ h,
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ãäå W = (w1, w2), w � ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ ñåðåäèíû òî÷åê ïîâåðõíîñòè

[30]. ×åðåç χ = (W,w) îáîçíà÷èì âåêòîð ïåðåìåùåíèé, χ = χ(x), x ∈ Ωc = Ω \ Γc. Ïîëå

òåìïåðàòóðû äëÿ ïëàñòèíû â äàííîé ìîäåëè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç θ = θ(t, x). Íàì ïîíàäîáèòñÿ

òàêæå ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî Qc = Ωc × (0, T ), T > 0. Òåíçîð óñèëèé â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè

èìååò ñëåäóþùèé âèä σij = σij(W ), i, j = 1, 2:

σ11 = ε11 + κε22, σ22 = ε22 + κε11, σ12 = (1− κ)ε12,

κ = const , 0 < κ < 1/2.

Çäåñü ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ εij = εij(W ) îáîçíà÷åíû êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé ïëàñòèíû:

εij(W ) =
1

2

(
∂wi

∂xj

+
∂wj

∂xi

)
, i, j = 1, 2, x1 = x, x2 = y.

Â ðàìêàõ òåîðèè Êèðõãîôà�Ëÿâà âûðàçèì ïåðåìåùåíèÿ ïëàñòèíû ó áåðåãîâ òðåùèíû

Ψ± è ïðèâåäåì íåëîêàëüíîå óñëîâèå âçàèìíîãî íåïðîíèêàíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû, èñïîëüçîâàííîå

ðàíåå â ðàìêàõ óïðóãîé ìîäåëè [25]. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå t ∈ (0, T ). Ïóñòü (x, z) ∈ Ψ+, x ∈ Ω+
Ψ.

Òîãäà âåêòîð ïåðåìåùåíèé â òî÷êå (x, z) èìååò âèä

χ+(x, z) = (W+(x)−∇w+(x), w+(x)), x ∈ Ω+
Ψ, z = Φ(x). (2.1)

Àíàëîãè÷íî âåêòîð ïåðåìåùåíèé èìååò âèä

χ−(x, z) =

(
W−(y)− z∇w−(y), w−(y) + |x− y|∂w

−(y)

∂ν

)
, (2.2)

y = Px

ïðè óñëîâèè, ÷òî (x, z) ∈ Ψ−, x ∈ Ω+
Ψ. Ôîðìóëà (2.2) äàåò, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â

òî÷êå (x, z) ∈ Ψ−, x ∈ Ω+
Ψ ñîâïàäàþò ñ ãîðèçîíòàëüíûìè ñìåùåíèÿìè â òî÷êå (y, z), y = Px. Âåð-

òèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â óêàçàííûõ òî÷êàõ ðàçíûå, ïðè÷åì ðàçíèöà ðàâíà |x− y| ∂w−(y)/∂ν.

Óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû â òî÷êå (x, z) ∈ Ψ, x ∈ Ω+
Ψ èìååò ñëåäóþùèé

âèä [25]:

(χ+(x, z)− χ−(x, z))n(x) ≥ 0, x ∈ Ω+
Ψ, z = Φ(x). (2.3)
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Âåêòîð χ±(x, z) ìîæíî ïîäñòàâèòü â (2.3) â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.1), (2.2). Îòñþäà ñëåäóåò

(χ+(x)− χ−(y))n(x)− (χ+
z (x)− χ−

z (y))n(x) ≥ 0, (2.4)

x ∈ Ω+
Ψ, z = Φ(x), y = Px,

ãäå

χ±(s) = (W±(s), w±(s)), χ±
z (s) =

(
z∇w±(s), |s− Ps|∂w

∓(Ps)

∂ν±

)
.

Ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ ∂/∂ν+ ≡ ∂/∂ν, ∂/∂ν− ≡ −∂/∂ν. Çàìåòèì, ÷òî y = Py äëÿ y ∈ Γc.

Àíàëîãè÷íî, èìååò ìåñòî óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ òèïà (2.4) äëÿ òî÷åê (x, z) ∈ Ψ±, x ∈ Ω−
Ψ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (x, z) ∈ Ψ+, x ∈ Ω−
Ψ. Òîãäà

χ+(x, z) =

(
W+(y)− z∇w+(y), w+(y)− |x− y|∂w

+(y)

∂ν

)
, (2.5)

x ∈ Ω−
Ψ, z = Φ(x), y = Px.

Ðàññìîòðèì òî÷êó (x, z) ∈ Ψ−, x ∈ Ω−
Ψ. Èìååì

χ−(x, z) = (W−(x)− z∇w−(x), w−(x)). (2.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.5), (2.6) â íåðàâåíñòâå íåïðîíèêàíèÿ

(χ+(x, z)− χ−(x, z))n(x) ≥ 0, x ∈ Ω−
Ψ, z = Φ(x),

ëåãêî âûâåñòè

(χ+(y)− χ−(x))n(x)− (χ+
z (y)− χ−

z (x))n(x) ≥ 0, (2.7)

x ∈ Ω−
Ψ, z = Φ(x), y = Px.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå âçàèìíîãî íåïðîíèêàíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

(2.4), (2.7). Íåðàâåíñòâà èìåþò íåëîêàëüíûé õàðàêòåð; â ÷àñòíîñòè, îíè ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ

ôóíêöèé êàê â òî÷êå x, òàê è â òî÷êå y = Px; ïðè÷åì ïîñëåäíèå çíà÷åíèÿ (ò.å. â òî÷êå y = Px)

áåðóòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãàõ òðåùèíû.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ïîâåðõíîñòü z = Φ(x) ïðåîáðàçóåòñÿ â âåðòèêàëüíóþ òðåùèíó,

ñîîòâåòñòâóþùóþ öèëèíäðó x ∈ Γc, −ε ≤ z ≤ ε, òî óñëîâèÿ (2.4), (2.7) ïåðåõîäÿò â õîðîøî
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èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî � óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ äëÿ âåðòèêàëüíûõ òðåùèí [8, 9]

[W (x)]ν(x) ≥ h

∣∣∣∣[∂w(x)∂ν

]∣∣∣∣, x ∈ Γc. (2.8)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû çàäàíî:

θ = θ0 ïðè t = 0. (2.9)

Íà âíåøíåé ãðàíèöå ïëàñòèíû ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

θ = w =
∂w

∂n
= W = 0 íà Γ× (0, T ). (2.10)

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà

H1,0(Ωc) =
{
v ∈ H1(Ωc)

∣∣∣ v = 0 íà Γ
}
,

H2,0(Ωc) =
{
v ∈ H2(Ωc)

∣∣∣ v = ∂v
∂n

= 0 íà Γ
}
,

H(Ωc) = H1,0(Ωc)
2 ×H2,0(Ωc).

Ââåäåì ìíîæåñòâà

K = {χ = (W,w) ∈ H(Ωc) | χ óäîâëåòâîðÿåò (2.3), (2.7) ï.â. íà γ} ,

K = {χ ∈ L2(0, T ;H(Ωc)) | χ(t) ∈ K ï. â. íà (0, T )}

äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé è áèëèíåéíûå ôîðìû

B(W, W̃ ) = ⟨σij(W ), εij(W̃ )⟩,

b(w, w̃) =

∫
Ωc

(w,11 w̃,11 + w,22 w̃,22 + κw,11 w̃,22 + κw,22 w̃,11

+2(1− κ)w,12 w̃,12),

ãäå ⟨ · , · ⟩ ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â L2(Ωc) [9].

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîñòðàíñòâî

Ξ = {θ ∈ L2(0, T ;H1,0(Ωc)) | θt ∈ L2(Qc)}
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ñíàáæåííîå íîðìîé

∥θ∥2Ξ = ∥θ∥2L2(0,T ;H1,0(Ωc))
+ ∥θt∥2L2(Qc)

.

Ââåäåì òàêæå ïðîñòðàíñòâà H = H1(0, T ;H(Ωc)) è U = Ξ×H. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû θ0 ∈ H1,0(Ωc).

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâà Ξ, ôóíêöèÿ θ èìååò ñëåä t = 0; â ÷àñòíîñòè,

θ(0) ∈ L2(Ωc). Îïåðàòîð ñëåäà, äåéñòâóþùèé èç Ξ â L2(Ωc) íåïðåðûâåí. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,

÷òî ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

S = {(θ, χ) ∈ U | θ(0) = θ0 â Ωc, χ ∈ K}

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì â U . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ñî çíà÷å-

íèÿìè â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå U⋆ L : U → U⋆, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå

{L(θ, χ), (θ̄, χ̄)} =

∫
Qc

(
θt + δ2

∂

∂t
(divW −∆w)

)
θ̄

+

∫
Qc

∇θ∇θ̄ +

T∫
0

(B(W, W̃ ) + b(w, w̃) + δ2⟨θ,∆w̃⟩ − δ2⟨θ, div W̃ ⟩),

ãäå ñêîáêè { · , · } îçíà÷àþò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó U è U⋆, δ � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíîãî

ðàñøèðåíèÿ [27].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ L2(Qc). Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò (θ, χ) ∈ U ðåøåíèåì çàäà÷è ðàâ-

íîâåñèÿ òåðìîóïðóãîé ïëàñòèíû ñ òðåùèíîé, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

{L(θ, χ), (θ̄, χ̄)− (θ, χ)} ≥
∫
Qc

f(θ̄ − θ), (θ, χ) ∈ S ∀ (θ̄, χ̄) ∈ S. (2.11)

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìîíòîííûì, îäíàêî îí íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîýð-

öèòèâíîñòè â ïðîñòðàíñòâå U [27]. Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2.11).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîâòîðÿåò øàãè ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ â [27].

Çäåñü öåëåñîîáðàçíî îòìåòèòü, ÷òî îòëè÷èå ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé

â [27] èç K è K ýòîé ñòàòüè íå âíîñèò ñóùåñòâåííûé âêëàä â õîä ðàññóæäåíèé. Ïîñêîëüêó

ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è çàìêíóòûì â Ωc [25].

Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàâèâ â (2.11) ïðîáíûå ôóíêöèè âèäà (θ̄, χ̄), θ̄ = θ+ θ̃, θ̃ ∈ C∞
0 (Ωc \ΩΨ),
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χ̄ = χ+ χ̃, χ̃ ∈ C∞
0 (Ωc \ ΩΨ) ïîëó÷èì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

∂θ

∂t
−∆θ +

∂

∂t
(divW −∆w) = f â Ωc \ ΩΨ, (2.12)

−σij,j + θ,i = 0, i = 1, 2, â Ωc \ ΩΨ, (2.13)

∆2w +∆θ = 0 â Ωc \ ΩΨ. (2.14)
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3 Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè äëÿ òåðìîóïðóãîé ïëàñòèíû Êèðõãîôà-Ëÿâà ñ îòñëîèâ-

øèìñÿ ïëîñêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì

Â ðàìêàõ ìîäåëåé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà íåëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ òè-

ïà Ñèíüîðèíè çàäàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåùåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

íà êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ äâóõ íåçàâèñèìûõ òåë èëè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãàõ òðå-

ùèíû. Ýòîò ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ

âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ, ñì. [8, 9, 31, 32]. Ñðåäè íåëèíåéíûõ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé òàêîãî âèäà èçó÷åí øèðîêèé êðóã ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ïëàñòèí Êèðõãîôà-

Ëÿâà â ðàìêàõ óïðóãèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñì. íàïðèìåð, [31,33]. Çàäà÷è äëÿ óïðóãèõ

ïëàñòèí ñ æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè èññëåäîâàíû â [23,34] è äðóãèõ ðàáîòàõ.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû óäåëÿåì âíèìàíèå íåëèíåéíîé ìîäåëè òåðìîóïðóãîé ïëàñòèíû. Íî-

âèçíà èññëåäóåìîé çàäà÷è îáåñïå÷èâàåòñÿ íàëè÷èåì îòñëîèâøåãîñÿ ïëîñêîãî æåñòêîãî âêëþ÷å-

íèÿ è ó÷åòîì âîçìîæíîãî ìåõàíè÷åñêîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áåðåãîâ òðåùèíû (ñèëû

òðåíèÿ íå ó÷èòûâàþòñÿ). Íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ðàâíîâåñèå òåðìîóïðó-

ãîé ïëàñòèíû ñ òðåùèíîé íà ãðàíèöå ïëîñêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ, ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå

âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ïëàñòèíû, äîñòà-

òî÷íî ìàë. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ãëàäêîå, íàõîäèòñÿ

ýêâèâàëåíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà. Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [35].

Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè òåðìîóïðóãîé ïëàñòèíû, ñîäåðæàùåé ïëîñêîå æåñò-

êîå âêëþ÷åíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòñëîèâøåãîñÿ âêëþ÷åíèÿ, êîãäà íà çàäàííîì ó÷àñòêå ãðà-

íèöû âêëþ÷åíèÿ ðàñïîëîæåíà òðåùèíà. Ïóñòü Ω ⊂ IR2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðà-

íèöåé Γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãëàäêàÿ íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ ëåæèò ñòðîãî âíóòðè Ω, ò.å. γ̄ ⊂ Ω.

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî Γ òàê, ÷òîáû Ω ðàçáèâàëàñü íà

äâå ïîäîáëàñòè Ω1 è Ω2 ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè ∂Ω1 è ∂Ω2, ãäå meas(Γ ∩ ∂Ωi) > 0, i = 1, 2.

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå òðåáóåòñÿ äëÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Êîðíà â íåëèïøèöå-

âîé îáëàñòè Ωγ = Ω\γ̄ [9]. Â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè ν = (ν1, ν2) ê γ âûáåðåì

ïîëîæèòåëüíûé γ+ è îòðèöàòåëüíûé γ− áåðåãà êðèâîé γ. Ñêà÷îê [q] ôóíêöèè q íà êðèâîé γ

íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå [q] = q| γ+ − q| γ− .
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Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîëùèíà ïëàñòèíû ïîñòîÿííàÿ è ðàâíÿåòñÿ 2. Ââå-

äåì äåêàðòîâî ïðîñòðàíñòâî {x1, x2, z}òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî {Ωγ}× {0} ⊂ IR3 ñîîòâåòñòâîâàëî

ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè. Ìíîæåñòâî γ × [−1, 1] îïðåäåëÿåò öè-

ëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîìó æåñòêîìó âêëþ÷åíèþ. Ñêâîçíàÿ

òðåùèíà îòñëîåíèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíå êðèâîé γ+ è îïèñûâàåòñÿ òîé æå

öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ γ × [−1, 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ = (W,w) âåêòîð ïåðåìåùåíèé

òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, ãäå W = (w1, w2) � ïåðåìåùåíèÿ âäîëü ïëîñêîñòè {x1, x2} è w �

ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñè z (ïðîãèáû).

Òåìïåðàòóðíîå ïîëå â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç θ. Íàì òàêæå

ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî Qγ = Ωγ × (0, T ), T > 0. Òåíçîðû äåôîðìàöèè è èíòåãðàëü-

íûõ íàïðÿæåíèé îáîçíà÷àþòñÿ εij = εij(W ), σij = σij(W ), ñîîòâåòñòâåííî, [9]:

σ11 = ε11 + κε22, σ22 = ε22 + κε11, σ12 = (1− κ)ε12,

εij(W ) =
1

2

(
∂wi

∂xj

+
∂wj

∂xi

)
, i, j = 1, 2,

ãäå κ = const, 0 < κ < 1/2.

Íàëè÷èå â ïëàñòèíå ïëîñêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åíèé

íà ôóíêöèè, îïèñûâàþùèõ ïåðåìåùåíèÿ χ íà îòðèöàòåëüíîé ñòîðîíå êðèâîé γ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

îïèñàòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåùåíèé æåñòêîãî òåëà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò

îõàðàêòåðèçîâàòü ñâîéñòâà ïëîñêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ:

R(γ) = {ζ(x) = (ρ, l) | ρ(x) = b(x2,−x1) + (c1, c2);

l(x) = a0 + a1x1 + a2x2, x ∈ γ},

ãäå b, c1, c2, a0, a1, a2 ∈ R. Èñêîìûå ôóíêöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó ãðàíè÷íîìó

óñëîâèþ, îòðàæàþùåìó ëèíåéíóþ ñòðóêòóðó ïåðåìåùåíèé

χ|γ− = ζ, äëÿ íåêîòîðîãî ζ ∈ R(γ).

Êðîìå òîãî, æåñòêèå ñâîéñòâà ïëîñêîãî âêëþ÷åíèÿ â ïëàñòèíå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîò-

íîøåíèÿìè (ñì. [33])
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∂w−

∂x1

= a1,
∂w−

∂x2

= a2 íà γ, (3.1)

ãäå

w− = l = a0 + a1x1 + a2x2 íà γ−.

Äëÿ óäîáñòâà ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèé

l = l(x1, x2) = a0 + a1x1 + a2x2

íà âñþ îáëàñòü Ωγ òåì æå ñîîòíîøåíèåì òàê, ÷òîáû

∂w−

∂x1

=
∂l

∂x1

,
∂w−

∂x2

=
∂l

∂x2

,
∂w−

∂ν
=

∂l

∂ν
íà γ.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ (3.1) îïðåäåëÿþò ïîñòîÿíñòâî óãëîâ íîðìàëüíûõ âîëîêîí

âäîëü âñåãî ïëîñêîãî âêëþ÷åíèÿ. Ýòè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (3.1) îïðåäåëÿþò îòëè÷èå ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è îò òåõ ïîñòàíîâîê çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïëàñòèíàìè ñ òîíêèìè

æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â óïðóãèõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, â [36].

Äëÿ îïèñàíèÿ âîçìîæíîãî êîíòàêòíîãî ìåõàíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áåðåãîâ òðåùèíû

çàäàäèì óñëîâèå âçàèìíîãî íåïðîíèêàíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ òðåùèíû [8,9]

[W ]ν ≥ |[∂w
∂ν

]| íà γT = γ × (0, T ). (3.2)

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.2) íàïèñàíî äëÿ ôóíêöèé χ, çàäàííûõ â îáëàñòè Qγ. Â ñëó÷àå,

êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè îïðåäåëåíû â Ωγ, çàìåíèì γT íà γ è óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ

çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

[W ]ν ≥ |[∂w
∂ν

]| ï.â. íà γ. (3.3)

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû:

θ = θ0 ïðè t = 0 íà Ωγ. (3.4)
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Íà âíåøíåé ãðàíèöå ïëàñòèíû ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

θ = w =
∂w

∂e
= W = 0 íà Γ× (0, T ), (3.5)

ãäå e � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Γ. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

H1,0(Ωγ) =
{
v ∈ H1(Ωγ)

∣∣∣ v = 0 íà Γ
}
,

H2,0(Ωγ) =
{
v ∈ H2(Ωγ)

∣∣∣ v = ∂v
∂e

= 0 íà Γ
}
,

H(Ωγ) = H1,0(Ωγ)
2 ×H2,0(Ωγ).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

K = {χ = (W,w) ∈ H(Ωγ) | χ|γ− ∈ R(γ), χ óäîâëåòâîðÿåò (3.1), (3.3) íà γ} ,

H(Ωγ) = H1,0(Ωγ)
2 ×H2,0(Ωγ),

K = {χ ∈ L2(0, T ;H(Ωγ)) | χ(t) ∈ K ï.â. íà (0, T )}

äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé è èõ êîìïîíåíò

Ξ = {θ ∈ L2(0, T ;H1,0(Ωγ)) | θt ∈ L2(Qγ)},

H = H1(0, T ;H(Ωγ)), U = Ξ×H,

ãäå Ξ ñíàáæåíî íîðìîé ∥θ∥2Ξ = ∥θ∥2L2(0,T ;H1,0(Ωγ))
+ ∥θt∥2L2(Qγ)

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ0 ∈ H1,0(Ωγ).

Ñâîéñòâà Ξ ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ θ ∈ Ξ èìååò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå ñëåäîâ

ïðè t = 0; â ÷àñòíîñòè, θ(0) ∈ L2(Ωγ). Îïåðàòîð ñëåäà äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç Ξ â L2(Ωγ).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

S = {(θ, χ) ∈ U | θ(0) = θ0 â Ωγ, χ ∈ K}

âûïóêëî â U . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé îïåðàòîð L : U → U⋆, ñî

çíà÷åíèÿìè â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå U⋆, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå
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{L(θ, χ), (θ̄, χ̄)} =

∫
Qγ

∇θ∇θ̄ +

(
θt + δ2

∂

∂t
(divW −∆w)

)
θ̄+

T∫
0

(B(W, W̃ ) + b(w, w̃) + δ2⟨θ,∆w̃⟩Ωγ − δ2⟨θ, div W̃ ⟩Ωγ ),

ãäå ñêîáêè { · , · } îáîçíà÷àþò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó U è U⋆, ñêîáêè ⟨· , · ⟩Ωγ îáîçíà÷àþò ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ωγ), δ � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé òåïëîâîå ðàñ-

øèðåíèå ïëàñòèíû [27].

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ L2(Qγ). Ýëåìåíò

(θ, χ) ∈ U íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàâíîâåñèè òåðìîóïðóãîé ïëàñòèíû ñ òðåùèíîé

îòñëîåíèÿ íà ãðàíèöå ïëîñêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó âà-

ðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

{L(θ, χ), (θ̄, χ̄)− (θ, χ)} ≥
∫
Qγ

f(θ̄ − θ), (θ, χ) ∈ S ∀ (θ̄, χ̄) ∈ S. (3.6)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìîíîòîííûì, íî íå êîýðöèòèâíûì â ïðîñòðàíñòâå

U [27]. Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1 Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ çàäà÷à (3.6) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîâòîðÿåò ýòàïû ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ â [27].

Çäåñü öåëåñîîáðàçíî îòìåòèòü, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ìíîæåñòâàìè äîïóñòè-

ìûõ ôóíêöèé â [27] èç K è K íàñòîÿùåé ñòàòüè íå èìååò ñóùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ õîäà

ðàññóæäåíèé. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ôàýäî-Ãàëåðêèíà. Îñíîâíîå

îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò [27,28] ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ïîäõîäÿùèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà

K, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî K äîïîëíèòåëüíî ñîäåðæèò ñîîòíîøåíèÿ, îòðàæàþùèå ñâÿçü ñ ïðî-

ñòðàíñòâîì R(γ) è (3.1), õàðàêòåðèçóþùèå æåñòêèå ñâîéñòâà ïëîñêîãî âêëþ÷åíèÿ. À èìåííî, ìû

ìîæåì äîêàçàòü âûïóêëîñòü è çàìêíóòîñòü K òàê æå, êàê ýòî áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [33], ãäå

ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé óïðóãîé ìîäåëè ïëàñòèíû Êèðõãîôà�Ëÿâà ñ ïëîñêèì æåñòêèì âêëþ-

÷åíèåì. Ðàññóæäàÿ â ðóñëå ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ â [27], ìû äîêàçûâàåì ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è (3.6).
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Ýêâèâàëåíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ â äîïîëíåíèå ê ïðåäûäóùèì ïðåäïîëîæåíèÿì óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì. Êðèâàÿ γ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé Σ, îãðàíè÷è-

âàþùåé ïðîñòóþ ñâÿçíóþ îáëàñòü ω, êîòîðàÿ ëåæèò ñòðîãî âíóòðè Ω, ò.å. ω ⊂ Ω è omega∩Γ = ∅.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ν îáîçíà÷àåò âíåøíþþ åäèíè÷íóþ íîðìàëü íà

Σ. Êàê ñëåäñòâèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì íàïðàâëåíèåì íîðìàëè ν ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ Σ+, Σ− è [·] äëÿ ñêà÷êîâ ôóíêöèè íà Σ.

Â ýòîì ïóíêòå ìû âûâîäèì óðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïëà-

ñòèíû è óñëîâèÿ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ íà γT äëÿ ðåøåíèÿ (θ, χ) óðàâíåíèÿ (3.6). ×òîáû àê-

öåíòèðîâàòü âíèìàíèå íà êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ïàðàìåòð δ = 1. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå. Äëÿ íàãëÿäíîñòè

äàëåå âåëè÷èíûW t, wt, θt áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåçW , w, θ, óêàçûâàÿ êàæäûé ðàç çíà÷åíèå ïåðå-

ìåííîé t, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóë

Ãðèíà îáå êðèâûå Σ è Γ äîëæíû ïðèíàäëåæàòü êëàññó C1,1.

Ïîäñòàâèâ â(3.6) òåñòîâûå ôóíêöèè âèäà (θ̄, χ̄), θ̄ = θ + θ̃, θ̃ ∈ C∞
0 (Qγ), χ̄ = χ + χ̃,

χ̃ ∈ C∞
0 (Qγ), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

∂θ

∂t
−∆θ +

∂

∂t
(divW −∆w) = f â Qγ, (3.7)

−σij,j + θ,i = 0, i = 1, 2, â Qγ, (3.8)

∆2w +∆θ = 0 â Qγ. (3.9)

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôîðìóëû Ãðèíà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé

u è v [9, 27]

bω(u, v) =

〈
M(u),

∂v

∂ν

〉
Σ

− ⟨G(u), v⟩Σ + ⟨∆2u, v⟩ω. (3.10)

Çäåñü íèæíèå èíäåêñû â ñêîáêàõ îçíà÷àþò, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îáëàñòè ω è ãðàíèöå

Σ ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîðû íà Σ â ôîðìóëå (3.10) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

M(u) = κ∆u+ (1− κ)
∂2u

∂ν2
, G(u) =

∂

∂ν
∆u+ (1− κ)

∂3u

∂ν∂τ 2
,
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ãäå τ = (−ν2, ν1). Äëÿ ôóíêöèé âèäà φ = (φ1, φ2), âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

⟨φ,∇u⟩ω = ⟨φν, u⟩Σ − ⟨divφ, u⟩ω. (3.11)

Ó÷èòûâàÿ (3.10), (3.11), à òàêæå àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû, ñïðàâåäëèâûå äëÿ Ωγ, ëåãêî âûâåñòè

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ îáëàñòè Ωγ è ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè

íà âíåøíåé ãðàíèöå Γ

⟨φ,∇u⟩Ωγ = −[⟨φν, u⟩γ]− ⟨divφ, u⟩Ωγ , (3.12)

⟨σij(U), εij(V )⟩Ωγ = −⟨σij,j(U), vi⟩Ωγ −
[
⟨σν(U), V ν⟩γ + ⟨στ (U), V τ⟩γ

]
, (3.13)

ãäå

σν(U) = σij(U)νiνj, στ (U) = (σ1
τ (U), σ2

τ (U)) = (σ1j(U)νj, σ2j(U)νj)− σν(U)ν,

V ν = viνi, V τ = (V 1
τ , V

2
τ ), vi = (V ν)νi + V i

τ , i = 1, 2;

bΩγ (u, v) = −
[
⟨M(u),

∂v

∂ν
⟩γ
]
+

[
⟨G(u), v⟩γ

]
+ ⟨∆2u, v⟩Ωγ . (3.14)

Ïðèìåíÿÿ (3.13), (3.14), äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñì. [35].

Òåîðåìà 3.2 Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåøåíèå (θ, χ) äîñòàòî÷íî ãëàäêîå, âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

(3.6) ýêâèâàëåíòíà êðàåâîé çàäà÷å, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé (3.7)�(3.9), ñîîòíîøåíèÿ χ(t)|γ− ∈

R(γ) äëÿ t ∈ (0, T ), íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.1), (3.2), (3.4), (3.5),

∂θ

∂ν
= 0 íà γ, (3.15)

∫
γ

{
− [M(w)]

∂l̃

∂ν
+ [G(w)]l̃ − [σν(W )]ρ̃ν − [στ (W )]ρ̃τ+

+ρ̃ν[θ]− ∂l̃

∂ν
[θ]

}
= 0 ∀(ρ̃, l̃) ∈ R(γ), (3.16)

σ+
ν (W )− θ+ ≤ 0, σ+

τ (W ) = 0 íà γ, (3.17)

G(w)+ = 0 íà γ, (3.18)

M+(w) + σ+
ν (W ) = M+(w) + θ+ + σ+

ν (W )− θ+ ≤ 0 íà γ, (3.19)

(M+(w) + θ+)(
∂w+

∂ν
− ∂l

∂ν
) + (σ+

ν (W )− θ+)(W+ν − ρν) = 0 íà γ. (3.20)
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4 Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íàãðóçêàìè äëÿ çàäà÷è î ðàâíîâåñèè, îïèñûâàþùåé

òî÷å÷íûé êîíòàêò óïðóãîãî òåëà ñ ýëåìåíòîì æåñòêîñòè îñòðîé ôîðìû

Â äàííîì ðàçäåëå ìû óäåëÿåì âíèìàíèå íåêëàññè÷åñêîé 2D ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,

îïèñûâàþùåé òî÷å÷íûé êîíòàêò êîìïîçèòíîé êîíñòðóêöèè ñ îñòðîé ôèãóðíîé êðîìêîé [37].

À èìåííî, èññëåäóåòñÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ ðàâíîâåñèå êîìïîçèòíîãî òåëà ñ

òîíêèì ðåáðîì æåñòêîñòè â âèäå âíåøíåãî êëèíà. Îñíîâíàÿ ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ òåëà ñôîðìó-

ëèðîâàíà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ â âèäå òðåõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ, ãäå êàæäàÿ ñèñòåìà

îïèñûâàåò òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ äåôîðìàöèè òâåðäîãî òåëà. Îñîáåííîñòü ýòîé çàäà÷è ñî-

ñòîèò â íåâûïóêëîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé. Íåñìîòðÿ íà ýòî, â îñíîâíîé çàäà÷å

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, òàê êàê ýòî íåâûïóêëîå ìíîæåñòâî

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåõ âûïóêëûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Íà îñíîâå ýòîé ìîäåëè ôîðìó-

ëèðóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ãäå óïðàâëåíèåì ñëóæàò ôóíêöèè âíåøíèõ íàãðó-

çîê. Ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîãî ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåðõó

ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëåííîãî íà ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâó-

þùåé ìàêñèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé íàãðóçêè, äîêàçàíà ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü

â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà. Äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñì. â [38].

Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè óïðóãîé ïëàñòèíû ñ òîíêèì ðåáðîì æåñòêîñòè

Ïðåäñòàâèì áàçîâóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ êîíòàêòíóþ çàäà÷ó äëÿ

óïðóãîãî òåëà, ñîäåðæàùåãî íà âíåøíåé ãðàíèöå òîíêîå ðåáðî æåñòêîñòè [37]. Òàêàÿ êîíôèãó-

ðàöèÿ ìîæåò îïèñûâàòü òåëà, ïîêðûòûå ñïåöèàëüíûìè ðåáðàìè æåñòêîñòè. Ðàññìîòðèì îãðà-

íè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü Ω ⊂ R2 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C0,1, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ êðèâûõ

Γ = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅, meas(Γ1) > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ îòðåçêîâ

γ =
(
[0, 1]× {0}

)
∪ {(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ 1, x2 = αx1}, 0 < α < ∞,

� ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ Γ2 òàêîé, ÷òî γ ⊂ int(Γ2) (ñì. Ðèñ. 3).

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé îáëàñòü Ω ñ÷èòàåòñÿ

÷àñòüþ ïëîñêîãî êëèíà, ïðîäîëæàþùåãî ñòîðîíû γ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîíêèì æåñòêèì ðåáðîì

(èëè âêëþ÷åíèåì) ÿâëÿåòñÿ γ, à æåñòêèì ïðåïÿòñòâèåì � äðóãîé êëèí, ðàñïîëîæåííûé íà
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Ðèñóíîê 3 � Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è äëÿ êîìïîçèòíîãî òåëà ñ òîíêèì ðåáðîì æåñòêîñòè

ïëîñêîñòè.

O = {−∞ < x1 ≤ 0, k2x1 ≤ x2 ≤ k1x1}, −∞ < k1 < 0 < α ≤ k2 < ∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W = (w1, w2) âåêòîð ïåðåìåùåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî çàêðåïëåíî íà

÷àñòè Γ1 ãðàíèöû, ò.å.

W = (0, 0) íà Γ1. (4.1)

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

H1,0
Γ1

(Ω) = {w ∈ H1(Ω) | w = 0 íà Γ1}, H(Ω) = H1,0
Γ1

(Ω)2.

Âñïîìèíàåì òåíçîðû äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ, îïèñûâàþùèå äåôîðìàöèþ òåëà äëÿ äâóìåð-

íîé òåîðèè óïðóãîñòè

εij(W ) =
1

2
(wi,j + wj,i), σij(W ) = cijklεkl(W ), i, j = 1, 2, (4.2)

ãäå çàïÿòàÿ â ïåðâîé ôîðìóëå â (4.2) îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäíóþ; ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì. Òåíçîð óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ çàäàåòñÿ

ýëåìåíòàìè cijkl, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè:

cijkl = cklij = cjikl, i, j, k, l = 1, 2, cijkl ∈ L∞(Ω),

cijklξijξkl ≥ c0|ξ|2, ∀ξ, ξij = ξji, i, j = 1, 2, c0 = const > 0.
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Èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Êîðíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∫
Ω

σij(W )εij(W ) ≥ c∥W∥2H(Ω), ∀W ∈ H(Ω), (4.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò W [9].

Çàìå÷àíèå 4.1 Íåðàâåíñòâî (4.3) îáåñïå÷èâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñòàíäàðòíîé íîðìû â H(Ω)

è ïîëóíîðìû, îïðåäåëÿåìîé ëåâîé ÷àñòüþ (4.3).

Ïðîñòðàíñòâî èíôèíèòåçèìàëüíûõ æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé R(γ) îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [8]:

R(Z) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x) = b(x2,−x1) + (c1, c2); b, c1, c2 ∈ R, x ∈ Z}. (4.4)

Çäåñü Z � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Ω, ñëàãàåìîå c = (c1, c2) ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíîìó ïå-

ðåíîñó, â òî âðåìÿ êàê ÷ëåí b(x2,−x1) îïèñûâàåò ëèíåàðèçîâàííûé ïîâîðîò.

×òîáû äàòü âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó, îïèñûâàþùóþ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ

òîíêèì ðåáðîì æåñòêîñòè γ, ââåäåì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè

Π(F,W ) =
1

2

∫
Ω

σij(W )εij(W )−
∫
Ω

FW,

ãäå âåêòîð F = (f1, f2) ∈ L2(Ω)2 îïèñûâàåò âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëî, FW = fiwi.

Íåðàâåíñòâî Êîðíà (4.3) ãàðàíòèðóåò êîýðöèòèâíîñòü äëÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè Π(F,W ).

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé äëÿ ýòîé çàäà÷è çàäàåòñÿ îáúåäèíåíèåì K1 ∪K2 ∪

K3 ñëåäóþùèõ âûïóêëûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

K1 = {W ∈ H(Ω) | W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), b ≥ − 1

α
, c1 ≥ 0 };

K2 = {W ∈ H(Ω) | W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ),

bmin ≤ b ≤ −k1 c1 ≤ 0, c2 ≥ k1c1 },

ãäå bmin = α−k1
1+αk1

åñëè 1 + αk1 < 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå bmin = −∞;

K3 = {W ∈ H(Ω) | W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ),

31



b ≥ α− k2
1 + αk2

, c1 ≤ 0, c2 ≤ k2c1 }.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà b è (c1, c2), çàäàííûå â íàáîðå K1∪K2∪K3, äîñòàòî÷íû,

íî íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ íåïðîíèêàíèÿ ìåæäó ïðåïÿòñòâèåì è êîìïîçèòíûì òåëîì.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî K1 ∪ K2 ∪ K3 íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, êîíòðïðèìåð ïðèâåäåí

â [37].

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ áàçîâóþ çàäà÷ó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé íåêëàñ-

ñè÷åñêèé êîíòàêò ñïåöèàëüíîãî êîìïîçèòíîãî òåëà ñ íåäåôîðìèðóåìûì ïðåïÿòñòâèåì îñòðîé

ôîðìû:

íàéòè UF ∈ K1 ∪K2 ∪K3 òàêîå ÷òî Π(F,UF ) = inf
W∈K1∪K2∪K3

Π(F,W ). (4.5)

Íàðÿäó ñ îñíîâíîé çàäà÷åé (4.5) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è:

íàéòè Ul ∈ Kl òàêîå ÷òî Π(F,Ul) = inf
W∈Kl

Π(F,W ), l = 1, 2, 3. (4.6)

Êàæäàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

Ul ∈ Kl,

∫
Ω

σij(Ul)εij(W − Ul) ≥
∫
Ω

F (W − Ul) ∀W ∈ Kl, l = 1, 2, 3.

Èçâåñòíî, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ UF îò (4.5) ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ôóíêöèÿ,

äîñòàâëÿþùàÿ ìèíèìóì ïî òðåì îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿì, ò.å.

Π(F,UF ) = min{Π(F,U1),Π(F,U2),Π(F,U3)}, (4.7)

ãäå Ul, l = 1, 2, 3, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ (4.6) [37].

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Íàðÿäó ñ îñíîâíîé çàäà÷åé î ðàâíîâåñèè (4.5) ìû ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî çàäà÷ î ðàâ-

íîâåñèè äëÿ ìíîæåñòâà F ôóíêöèé F , îïèñûâàþùèõ âíåøíèå íàãðóçêè. Ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî F � îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî â L2(Ω)2. Çàìåòèì, ÷òî äàííûå ñâîé-

ñòâà F ãàðàíòèðóþò ñëàáóþ çàìêíóòîñòü F . Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ðàññìîòðèì ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé ñâåðõó ôóíêöèîíàë G : H(Ω) → R, íàïðèìåð, ìîæíî

âûáðàòü ôóíêöèîíàë G1 ñ ÿñíûì ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì G1(W ) = ∥W − W0∥L2(Ω)2 , õàðàêòåðè-
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çóþùèé îòêëîíåíèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèé îò çàäàííîé ôóíêöèè W0. Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî

ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèîíàë G2(W ) = c1 (èëè G2(W ) = c2), îòðàæàþùèé ïîëîæå-

íèå âåðøèíû êëèíà. Äðóãîé òèï âîçìîæíûõ ôóíêöèîíàëîâ ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ óìåíüøåíèåì

íåæåëàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, íàïðèìåð, ìû ìîæåì èìåòü äåëî ñ èíòåãðàëàìè

Gi
3 = −|

∫
Vi

σkl(W )| ñ ôèêñèðîâàííûì k, l ∈ {1, 2}, i = 1, 2,

ïî îêðåñòíîñòÿì V1 = V1(1, 0), V2 = V2(1, α) òî÷åê (1, 0), (1, α), ãäå ðåáðà æåñòêîñòè èìåþò

êîíöåâûå òî÷êè.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè JG : F → R ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

JG(F ) = G(UF ), ãäå F ∈ F

ñëóæèò êîíòðîëåì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îäíîé èç èíòåðåñíûõ îñîáåííîñòåé ýòîé çàäà÷è ÿâëÿ-

åòñÿ îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ îñòðîé êðîìêè äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîìïîçèò-

íîãî òåëà. Ñ ó÷åòîì îòìå÷åííûõ îñîáåííîñòåé ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ:

íàéòè F ∗ ∈ F òàêîå ÷òî JG(F
∗) = sup

F∈F
JG(F ). (4.8)

Òåîðåìà 4.1 Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4.8).

Ïóñòü {Fn} � ìàêñèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè è ñëàáîé

çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà F ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïî-ïðåæíåìó

îáîçíà÷àåìóþ òåì æå èíäåêñîì) {Fn} òàêóþ, ÷òî

Fn → F ∗ â L2(Ω)2 ïðè n → ∞, F ∗ ∈ F .

Ïîñêîëüêó êàæäîé Fn, n ∈ N, ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå UFn , êîòîðîå äàëåå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç

Un, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk
} òàêîå, ÷òî Fnk

→ F ∗ è åãî ñîîò-

âåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò Unk
∈ Kl äëÿ âñåõ k ∈ N, ãäå l âûáðàííîå ÷èñëî èç

ìíîæåñòâà {1, 2, 3}. Ôèêñèðóåì âûáðàííîå çíà÷åíèå l. Òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {Fn} íå ñõîäèòñÿ ê F ∗ ïðè n → ∞. Òåïåðü ðàññìîòðèì äëÿ {Unk
} ⊂ Kl ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà ñ k ∈ N è ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì l
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Unk
∈ Kl,

∫
Ω

σij(Unk
)εij(W − Unk

) ≥
∫
Ω

Fnk
(W − Unk

) ∀W ∈ Kl. (4.9)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè W = 0 ìîæíî ïîëó÷èòü

∫
Ω

σij(Unk
)εij(Unk

) ≤
∫
Ω

Fnk
Unk

≤ ∥Fnk
∥L2(Ω)2∥Unk

∥L2(Ω)2 .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî F îãðàíè÷åíî, ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà âìåñòå ñ (4.3) äàþò ñëåäóþùóþ

ðàâíîìåðíóþ îöåíêó

∥Unk
∥H(Ω) ≤ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Unk
} (ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåìóþ

òåì æå èíäåêñîì), ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó U∗ â H(Ω) ïðè k → ∞. Çàìåòèì, ÷òî Kl

ñëàáî çàìêíóòî, òàê êàê îíî âûïóêëî è çàìêíóòî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî U∗ ∈ Kl. Â ñèëó òåîðåì

âëîæåíèÿ ìû ïîëó÷àåì Unk
→ U∗ ñèëüíî â L2(Ω)2 ïðè k → ∞.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê àíàëèçó (4.9) ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì W ∈ Kl. Èìåÿ â

âèäó ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

∫
Ω

Fnk
Unk

=

∫
Ω

F ∗U∗,

ñëàáóþ ïîëóíåïðåðûâíîñòü áèëèíåéíîé ôîðìû

∫
Ω

σij(W )εij(W ),

ìîæíî îáîñíîâàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè k → ∞ â (4.9). Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì

Unk
∈ Kl,

∫
Ω

σij(U
∗)εij(W − U∗) ≥

∫
Ω

F ∗(W − U∗) ∀W ∈ Kl. (4.10)

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè W ∈ Kl â âàðèàöèîííîì íåðàâåíñòâå (4.10) ïîëó÷àåì, ÷òî U∗ = UF ∗ .

Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ ñëàáóþ ñõîäèìîñòü {Fnk
} è ñëàáóþ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó ôóíêöèîíàëà

G, ïîëó÷àåì

sup
F∈F

JG(F ) = lim sup
n→∞

JG(Fnk
) ≤ JG(F

∗) = G(UF ∗) ≤ sup
F∈F

JG(F ).

Òåîðåìà 4.2 Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé {Unk
}, âûáðàííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-

ìû (4.1), ñõîäèòñÿ ê U∗ ñèëüíî â H(Ω) ïðè k → ∞
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5 Îïòèìàëüíûå ðàñïîëîæåíèå è ôîðìà æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ â êîíòàêòíîé çàäà÷å

äëÿ íåîäíîðîäíîãî äâóìåðíîãî òåëà

Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷àìè, îïèñûâàþùèìè êîí-

òàêò óïðóãèõ òåë ñ æåñòêèìè èëè óïðóãèìè ïðåïÿòñòâèÿìè, ñì., íàïðèìåð, [39,40]. Îáçîð êîí-

òàêòíûõ çàäà÷ ïðîâåäåí íàïðèìåð â [8,9,41]. Êëàññè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå òèïà Ñèíüîðèíè

ïðåäïîëàãàåò äîñòàòî÷íóþ ðåãóëÿðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ó÷àñòêà ãðàíèöû òåëà. Îòìåòèì

ðàáîòó [42], â êîòîðîé âïåðâûå ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû çàäà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé äëÿ

óïðóãèõ òåë ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì, êîíòàêòèðóþùèì ñ âíåøíèì æåñòêèì íåäåôîðìèðóåìûì

øòàìïîì.

Â äàííîì ðàçäåëå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå âàðèàöèîííûì çàäà÷àì, îïèñûâàþùèì òî÷å÷íûé

êîíòàêò êîìïîçèòíûõ îáúåêòîâ, èìåþùèõ îñòðûå êëèíîâèäíûå êðàÿ. À èìåííî, èññëåäóþòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ðàâíîâåñèå óïðóãèõ òåë, ñîäåðæàùèõ æåñòêîå âêëþ÷å-

íèå â âèäå âíåøíåãî êëèíà. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [42], ïðåäëîæåí êëàññ íåëèíåéíûõ êîíòàêòíûõ

çàäà÷, â êîòîðûõ óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû äëÿ îäíîé òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé

íà îñòðîé êðîìêå. Èññëåäóåìûå êîíòàêòíûå çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå çàäà÷ ìèíèìèçàöèè

ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè íàä ìíîæåñòâàìè äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå

ðåøåíèÿ îñíîâíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è (íå ìåíåå îäíîãî è íå áîëåå òðåõ ðåøåíèé). Äëÿ òðåõ

âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ êàæäîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé âûïóêëî è çàìêíóòî, à

ôóíêöèîíàë ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ êîýðöèòèâíûì, ñòðîãî âûïóêëûì è ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûì ñíè-

çó íà ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå

è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íà âûïóêëûõ ìíîæå-

ñòâàõ. Âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè íà íåâû-

ïóêëîì ìíîæåñòâå, ÿâëÿþùåìñÿ îáúåäèíåíèåì òðåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷, ñôîðìóëèðîâàííûõ íàä îòäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè,

ïîëó÷åíû ýêâèâàëåíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ. Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [37].

Òîíêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå íà âíåøíåé êðîìêå

Ñôîðìóëèðóåì êîíòàêòíóþ çàäà÷ó äëÿ óïðóãîãî òåëà, ñîäåðæàùåãî òîíêîå æåñòêîå âêëþ-

÷åíèå íà âíåøíåé ãðàíèöå. Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìîæåò îïèñûâàòü òåëà, ñêðåïëåííûå ðåáðàìè

æåñòêîñòè. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü Ω ⊂ R2 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C0,1, êîòî-

ðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ êðèâûõ Γ = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅, meas(Γ1) > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ,
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ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ îòðåçêîâ

γ = [0, 1]× {0} ∪ {(x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ 1, x2 = αx1}, 0 < α < ∞,

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ Γ2, òàê ÷òî γ ⊂ int(Γ2) (ñì. Ðèñ. 4). Îáëàñòü Ω ñ÷èòàåòñÿ ÷àñòüþ ïëîñêîãî

êëèíà, ïðîäîëæàþùåãî ñòîðîíû γ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîíêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå çàäàåòñÿ γ,

à æåñòêîå ïðåïÿòñòâèå � äðóãèì ïëîñêèì êëèíîì

O = {−∞ < x1 ≤ 0, k2x1 ≤ x2 ≤ k1x1}, −∞ < k1 < 0 < α ≤ k2 < ∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W = (w1, w2) âåêòîð ïåðåìåùåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî çàêðåïëåíî íà

Ðèñóíîê 4 � Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è äëÿ êîìïîçèòíîãî òåëà ñ òîíêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì

÷àñòè Γ1 ãðàíèöû, ò.å.

W = (0, 0) íà Γ1. (5.1)

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà

H1,0
Γ1

(Ω) = {w ∈ H1(Ω) | w = 0 íà Γ1}, H(Ω) = H1,0
Γ1

(Ω)2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé óïðóãîñòè âûïèøåì òåíçîðû äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ

εij(W ) =
1

2
(wi,j + wj,i), σij(W ) = cijklεkl(W ), i, j = 1, 2, (5.2)

ãäå çàïÿòûå â ïåðâîé ôîðìóëå (5.2) îáîçíà÷àþò õîðîøî èçâåñòíîå ñîãëàøåíèå äëÿ ïðîèçâîäíûõ,

ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì. Òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè

çàäàåòñÿ ýëåìåíòàìè cijkl, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè è ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
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ëåííûìè

cijkl = cklij = cjikl, i, j, k, l = 1, 2, cijkl ∈ L∞(Ω),

cijklξijξkl ≥ c0|ξ|2, ∀ξ, ξij = ξji, i, j = 1, 2, c0 = const > 0.

Èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Êîðíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∫
Ω

σij(W )εij(W ) ≥ c∥W∥2H(Ω), ∀W ∈ H(Ω), (5.3)

ãäå êîíñòàíòà c > 0 íå çàâèñèò îò W . ×òîáû äàòü âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó, îïèñûâàþùóþ

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì γ, ââåäåì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè

Π(W ) =
1

2

∫
Ω

σij(W )εij(W )−
∫
Ω

FW,

ãäå âåêòîð F = (f1, f2) ∈ L2(Ω)2 îïèñûâàåò âîçäåéñòâèå âíåøíèõ ñèë, FW = fiwi. Íåðàâåíñòâî

Êîðíà (5.3) îáåñïå÷èâàåò êîýðöèòèâíîñòü ôóíêöèîíàëà Π.

Ïðèâåäåì àðãóìåíòû, îáîñíîâûâàþùèå óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ ìåæäó æåñòêèì âêëþ÷å-

íèåì γ è æåñòêèì ïðåïÿòñòâèåì O äëÿ çàäàííîé ãåîìåòðè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè. Çäåñü ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî íàøè ðàññóæäåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà äîïóùåíèè î áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïåðåìåùå-

íèÿõ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ñ÷èòàåì, ÷òî òåëî â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè

ëåæèò ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì êëèíîâèäíîé ôîðìû O (ñì. Ðèñ. 4). Ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî ìàëûõ

æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé R(γ) îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [8]:

R(Z) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x) = b(x2,−x1) + (c1, c2); b, c1, c2 ∈ R, x ∈ Z}, (5.4)

ãäå Z � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ω. Òî÷êè, ëåæàùèå íà γ, â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè

íå äîëæíû ïðîíèêàòü çà ïðåäåëû íåïîäâèæíîé ãðàíèöû ïðåïÿòñòâèÿ O, ýòî óñëîâèå çàïèøåì

â âèäå

x+ ρ(x) ̸∈ int(O) äëÿ x ∈ γ. (5.5)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.4) òî÷êè x = (x1, x2) ∈ γ æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ ïåðåìåùàþòñÿ â òî÷êè ñî

ñëåäóþùèìè êîîðäèíàòàìè

x+ ρ(x) = (x1 + bx2 + c1, x2 − bx1 + c2), x2 ∈ {0, αx1}, x1 ∈ [0, 1]. (5.6)
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Çäåñü c = (c1, c2) ïîäðàçóìåâàåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, òîãäà êàê ÷ëåí b(x2,−x1) îïèñûâàåò

ëèíåàðèçîâàííûé ïîâîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã òî÷êè x+ c.

Ïðè c1 ≥ 0 óñëîâèå (5.5) âûïîëíÿåòñÿ ñ ó÷åòîì (5.6) è ðàâåíñòâ äëÿ êîîðäèíàò óäîâëå-

òâîðÿþùèõ x2 = 0 è x2 = αx1, êàê òîëüêî èìååò ìåñòî

x1 ≥ 0, x1 + bαx1 ≥ 0 äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, 1],

êîòîðîå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ïðè b ≥ −1/α. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî îáåñïå÷èâàåò íåîòðèöàòåëü-

íîñòü ïåðâîé êîìïîíåíòû x1 + ρ1(x) äëÿ x ∈ γ, òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ñäâèã γ âïðàâî îò

O. Ïîýòîìó â ñëó÷àå c1 ≥ 0 ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé ïðèíèìàåò

ñëåäóþùèé âèä

K1 = {W ∈ H(Ω) |W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), b ≥ − 1

α
, c1 ≥ 0 }.

Äëÿ c1 ≤ 0 ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ c2 è b. Ïåðâûé

ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè, êîãäà ïîñëå äåôîðìàöèè âêëþ÷åíèå ñìåùàåòñÿ íàä ïðå-

ïÿòñòâèåì O. Çíà÷åíèÿ b > 0 îïèñûâàþò âðàùåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïîýòîìó, èç (5.5) è (5.6)

ïðè x2 = 0 èìååì óñëîâèå

−bx1 + c2 ≥ k1(x1 + c1) äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, 1]. (5.7)

Ïîëîæèâ x1 = 0, ïîëó÷èì c2 ≥ k1c1. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî c2 ≥ k1c1 âûïîëíåíî, ìû îáíàðóæèâàåì,

÷òî (5.7) âåðíî äëÿ âñåõ 0 ≤ b ≤ −k1, ïîñêîëüêó k1 < 0. Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ âîçìîæíûõ ïîâîðîòîâ

âêëþ÷åíèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (b ≤ 0) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü óãîë, ëåæàùèé â âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè ìåæäó ïðÿìîëèíåéíûìè ëèíèÿìè x2 = k1x1 è x2 = αx1. Åñëè óãîë îñòðûé, ò.å.

1 + αk1 < 0, òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé (5.5) è (5.6) ïðè x2 = αx1

k1(x1 + bαx1) ≤ αx1 − x1b äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, 1],

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè

b ≥ α− k1
1 + αk1

, ãäå
α− k1
1 + αk1

< 0.

Äëÿ ïðÿìîãî èëè òóïîãî óãëà äîïóñòèì ïðîèçâîëüíûé b, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âêëþ÷åíèå

ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë íå ïðåâûøàþùèé π/2. Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùåå äîïóñòèìîå ìíî-
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æåñòâî

K2 = {W ∈ H(Ω) |W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ),

bmin ≤ b ≤ −k1 c1 ≤ 0, c2 ≥ k1c1 },

ãäå bmin = α−k1
1+αk1

if 1 + αk1 < 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå bmin = −∞.

Âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ (5.5) ïðè c1 ≤ 0 ñîîòâåòñòâóåò ñìåùåíèþ âêëþ÷å-

íèÿ γ íèæå ïðåïÿòñòâèÿ O ïîñëå äåôîðìàöèè. Ïðè âðàùåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ äëÿ êðèâîé x2 = αx1

αx1 − bx1 + c2 ≤ k2(x1 + bαx1 + c1) äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, 1]. (5.8)

Ïðè x1 = 0, ñëåäóåò, ÷òî c2 ≤ k2c1. Òîãäà (5.8) âåðíî äëÿ b òàêîãî, ÷òî

αx1 − bx1 ≤ k2(x1 + bαx1) äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, 1],

îãðàíè÷åíèÿ íà b ïðèìóò âèä

α− k2
1 + αk2

≤ b, ãäå
α− k2
1 + αk2

< 0

ïîñêîëüêó k2 ≥ α. Âðàùàÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî b âûïîëíÿåòñÿ

−bx1 + c2 ≤ k2(x1 + c1) äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, 1].

Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

K3 = {W ∈ H(Ω) |W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ),

b ≥ α− k2
1 + αk2

, c1 ≤ 0, c2 ≤ k2c1 }.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè:

íàéòè U ∈ K1 ∪K2 ∪K3 òàêîå ÷òî Π(U) = inf
W∈K1∪K2∪K3

Π(W ). (5.9)

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Ki, i = 1, 2, 3 âûïóêëî è çàìêíóòî [43]. Â òî æå âðåìÿ
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ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îáúåäèíåíèå K1 ∪K2 ∪K3 çàìêíóòî, íî íå âûïóêëî.

Íåâûïóêëîñòü äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå ìåòîäû âà-

ðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, îñíîâàíî íà ðàç-

áèåíèè íà âûïóêëûå ìíîæåñòâà [37].

Òåîðåìà 5.1 Ñóùåñòâóåò íå ìåíåå îäíîãî è íå áîëåå òðåõ ðåøåíèé U âàðèàöèîííîé çàäà÷è

(5.9) íàä íåâûïóêëûì ìíîæåñòâîì K1 ∪K2 ∪K3.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [37]. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå (5.9) ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåí-

íûì, íàïðèìåð, êîãäà Π(U1) = Π(U2) < Π(U3) ïðè U1 ̸= U2.

Âûÿñíèì íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ ñëåäóþùèõ çàäà÷

íàéòè Ui ∈ Ki òàêèå ÷òî Π(Ui) = inf
W∈Ki

Π(W ), i = 1, 2, 3. (5.10)

Â ïðåäïîëîæåíèè äîïîëíèòåëüíîé ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé Ui, i = 1, 2, 3, èç (5.10) ìîæíî ïîëó-

÷èòü ýêâèâàëåíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòü ïî Ãàòî Π(W ) îáåñïå÷èâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàæäîé çàäà÷è (5.10) îäíîìó èç ñëåäóþùèõ

âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

Ul ∈ Kl,

∫
Ω

σij(Ul)εij(W − Ul) ≥
∫
Ω

F (W − Ul) ∀W ∈ Kl, l = 1, 2, 3.

Íàïðèìåð, ïîäðîáíî ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó äëÿ

ìíîæåñòâà K2

U2 ∈ K2,

∫
Ω

σij(U2)εij(W − U2) ≥
∫
Ω

F (W − U2) ∀W ∈ K2. (5.11)

Ïðåäïîëàãàÿ äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ U2 ∈ K2 ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ

ïîñòàíîâêó (5.12)�(5.15)

−σij,j(U2) = Fi â Ω, i = 1, 2; (5.12)

στ (U2) = 0, σν(U2) = 0 íà Γ2 \ γ; (5.13)∫
γ

(σν(U2)ρ
2ν + στ (U2)ρ

2τ) = 0; (5.14)
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ãäå ρ2 = U2 ï.â. íà γ. ∫
γ

(σν(U2)ρν + στ (U2)ρτ) ≥ 0, (5.15)

äëÿ âñåõ ρ îïèñàííûõ â ðàìêàõ ìíîæåñòâà K2. Â ïðåäûäóùèõ ôîðìóëàõ èñïîëüçîâàíû ñëåäó-

þùèå îáîçíà÷åíèÿ

σν(V ) = σij(V )νiνj, στ (V ) = (σ1
τ (V ), σ2

τ (V )) = (σ1j(V )νj, σ2j(V )νj)− σν(V )ν,

V ν = viνi, V τ = (V
1

τ , V
2

τ ), vi = (V ν)νi + V
i

τ , i = 1, 2,

à ν = (ν1, ν2) � íîðìàëü ê Γ.

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåíû òàêæå ñëó÷àè îáúåìíîãî êëèíîâèäíîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ è

ñëó÷àé øàðíèðíî ñîåäèíåííûõ äâóõ òîíêèõ âêëþ÷åíèé [37].

Ñëó÷àé ïðåïÿòñòâèÿ ñ òóïûì óãëîì è òåëà ñ îñòðîé ôèãóðíîé êðîìêîé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âáëèçè òî÷êè êîíòàêòà ÷àñòü ãðàíèöû ïðåïÿòñòâèÿ O ñîñòîèò èç äâóõ

ïðÿìîëèíåéíûõ ëèíèé, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè x2 = k2x1, x2 = k1x1, k2 ≤ 0, k1 ≥ 0, ñîñòàâëÿþ-

ùèé òóïîé óãîë òàêîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5.

Ðèñóíîê 5 � Ãåîìåòðèÿ êîìïîçèòíîãî òåëà è æåñòêîãî ïðåïÿòñòâèÿ ñ òóïûì óãëîì

Â ýòîì ñëó÷àå ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé ñîãëàñíî (5.5) è (5.6) ïðè

x2 = 0

k2(x1 + c1) ≤ (−bx1 + c2) äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, 1], (5.16)

è ïðè x2 = αx1

k1(x1 + bαx1 + c1) ≥ αx1 − bx1 + c2 äëÿ âñåõ x1 ∈ [0, 1]. (5.17)
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Ïîëîæèâ â äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ x1 = 0, ïîëó÷èì

k2c1 ≤ c2 ≤ k1c1. (5.18)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-

íèÿõ c1. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî (5.18) âûïîëíåíî, íåðàâåíñòâî (5.16) âåðíî äëÿ b ≤ −k2. Òàê æå êàê

(5.17) èìååò ìåñòî, êîãäà

b ≥ α− k1
1 + k1α

.

Â ðàìêàõ ïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåíèÿ â ðàçäåëå 1 äëÿ êîýôôèöèåíòà α, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåãî óñëîâèþ 0 < α < k1, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

íàéòè Û ∈ K̂ òàêîå ÷òî Π(Û) = inf
W∈K̂

Π(W ),

íàä ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé

K̂ = {W ∈ H(Ω) |W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ),

α− k1
1 + k1α

≤ b ≤ −k2, c1 ≥ 0, k2c1 ≤ c2 ≤ k1c1 }.

Ìîæíî îáîñíîâàòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Û , òàê êàê ìíîæåñòâî

K̂ âûïóêëî.
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6 Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ óïðóãîé ïëàñòèíû ñ ïëîñêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì.

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ïëàñòèíà ñîäåðæèò ïëîñêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå, êîòîðîå êîíòàêòèðóåò ñ íåäåôîðìèðóåìûì

òåëîì íà ÷àñòè âíåøíåé ãðàíèöû. Çàäà÷à ñòàâèòñÿ â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà. Óñòàíîâ-

ëåíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêî-

ñòè ðåøåíèÿ íàéäåíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáîñíîâàíà ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ

ïîñòàíîâîê: äèôôåðåíöèàëüíîé è âàðèàöèîííîé.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω â ïðîñòðàíñòâåR2 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, åäèíè÷íóþ

âíåøíþþ íîðìàëü ê êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç ν = (ν1, ν2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Γ ñîñòîèò èç

ãëàäêèõ êðèâûõ γ è Γ0, γ∩Γ0 = ∅, meas Γ0 > 0, γ = γ1∪γ2∪γ3 (ðèñ. 6). Êðèâàÿ γ2 ñîîòâåòñòâóåò

ïëîñêîìó æåñòêîìó âêëþ÷åíèþ. Ñ÷èòàåì, ÷òî γ êîíòàêòèðóåò íà ãðàíèöå ñ íåäåôîðìèðóåìûì

òåëîì.

Ðèñóíîê 6 � Ãåîìåòðèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è

Ïóñòü A = {aijkl} � òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè, êîòîðûé îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè

è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè:

aijkl = ajikl = aklij, aijkl ∈ L∞
loc
(R2), i, j, k, l = 1, 2,

aijklξklξij ⩾ c0|ξ|2, ∀ ξij = ξji, c0 = const > 0.

Àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò è òåíçîðD = {dijkl}. Âñþäó â ðàáîòå âñå âåëè÷èíû ñ äâó-

ìÿ íèæíèìè èíäåêñàìè ïðåäïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ïî ýòèì èíäåêñàì; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ

èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.
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Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà γ:

R(γ) = {ζ(x) = (ρ, l)| ρ(x) = b(−x2, x1) + (c1, c2);

l(x) = a0 + a1x1 + a2x2, x ∈ γ},

ãäå b, c1, c2, a0, a1, a2 = const;x = (x1, x2).

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ áóäåò

ñëåäóþùåé. Íàéòè ôóíêöèè W = (w1, w2), w, (ρ0, l0) ∈ R(γ), σ = {σij},m = {mij}, i, j = 1, 2,

òàêèå, ÷òî

−divσ = F, σ = Aε(W ) â Ω, (6.1)

−∇∇m = f, m = −D∇∇w â Ω, (6.2)

w1 = w2 = w =
∂w

∂ν
= 0 íà Γ0, (6.3)

−Wν ⩾

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣ íà γ, στ = 0, tν = 0, −σν ⩾ |mν | íà γ1 è γ3, (6.4)

∂w

∂x1

= a01,
∂w

∂x2

= a02, W = ρ0, w = l0 íà γ2, (6.5)∫
γ1

(σνWν +mν
∂w

∂ν
) +

∫
γ2

(σν ·W − tνw +mν
∂w

∂ν
) +

∫
γ3

(σνWν +mν
∂w

∂ν
) = 0, (6.6)

∫
γ2

(σν · U − tνu+mν
∂u

∂ν
) ⩾ 0, ∀ (U, u) ∈ K0, (6.7)

ãäå l0 = a00+a01x1+a02x2. Êâàäðàòíûå ñêîáêè [v] = v+− v− îçíà÷àþò ñêà÷îê ôóíêöèè v íà γ, ãäå

v± ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ôóíêöèè v íà ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì áåðåãàõ êðèâîé

γ ïî îòíîøåíèþ ê íîðìàëè ν; F = (f1, f2); f1, f2, f ∈ L2(Ω) - çàäàííûå âíåøíèå ñèëû. Èíäåêñ

ïîñëå çàïÿòîé îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì: ui,j = ∂ui

∂xj
.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: σ = {σij} , m = {mij} � òåíçîðû óñèëèé è

ìîìåíòîâ, ε(W ) = {εij(W )} � òåíçîð ìàëûõ äåôîðìàöèé, i, j = 1, 2; W,w � ãîðèçîíòàëüíûå è

âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî; mν(w) =

mν � èçãèáàþùèé ìîìåíò, tν(m) = tν � ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà;

divσ = (σ1j,j, σ2j,j), ∇∇m = mij,ij, στ = σν − σνν, στ = (σ1
τ , σ

2
τ ), Wν = W · ν,
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σν = σijνjνi, σν = (σ1jνj, σ2jνj), ∇∇w = {w,ij}2i,j=1 , εij(W ) =
1

2

(
∂wi

∂xj

+
∂wj

∂xi

)
,

mν = −mijνjνi, tν = −mij,kτkτjνi −mij,jνj, (τ1, τ2) = (−ν2, ν1) i, j, k, l = 1, 2.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé K0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è çàìêíóòûì, îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K0 = {(W,w) ∈ HΓ0(Ω) | −Wν ⩾

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣ íà γ, W = ρ,

w = l,
∂w

∂x1

= a1,
∂w

∂x2

= a2 íà γ2; (ρ, l) ∈ R(γ); a1, a2 = const},

ãäå

HΓ0(Ω) = H1
Γ0
(Ω)×H1

Γ0
(Ω)×H2

Γ0
(Ω),

H1
Γ0
(Ω) = {W ∈ H1(Ω) | W = 0 íà Γ0},

H2
Γ0
(Ω) = {w ∈ H2(Ω) | w =

∂w

∂ν
= 0 íà Γ0}.

Ïðèâåäåì âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è (6.1)-(6.7). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíê-

öèîíàë ýíåðãèè

Πc(W,w) =
1

2

∫
Ω

σ(W )ε(W )− 1

2

∫
Ω

m(w)∇∇w −
∫
Ω

FW −
∫
Ω

fw

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè: íàéòè (W,w) ∈ K0 òàêîå, ÷òî

Πc(W,w) = inf
K0

Πc. (6.8)

Òåîðåìà 6.1 Çàäà÷à (6.8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (W,w) ∈ K0, óäîâëåòâîðÿþùåå âàðè-

àöèîííîìó íåðàâåíñòâó

∫
Ω

σ(W )ε(W −W )−
∫
Ω

m(w)(∇∇w−∇∇w) ⩾
∫
Ω

F (W −W )+

∫
Ω

f(w−w) ∀ (W,w) ∈ K0. (6.9)

Òåîðåìà 6.2 Ôîðìóëèðîâêè (6.1)-(6.7) è (6.9) ýêâèâàëåíòíû íà êëàññå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ

ðåøåíèé.
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7 Î ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ

ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè, ïåðâàÿ êðàåâàÿ

çàäà÷à, íåñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, íåðàâåíñòâî, îöåíêà.

Èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè-

÷åñêîé ôèçèêè âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè áûëè ïðîâåäåíû âî

ìíîãèõ ðàáîòàõ [44�54].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è ñïåöèàëüíîé ðå-

ãóëÿðèçàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ è ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ óðàâíåíèÿ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé γ, Ωt = Ω× {t} äëÿ 0 ≤ t ≤ T ,

Γ = γ × (0, T ).

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω× (0, T ) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu ≡
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−∆u+ c(x)u = f(x, t). (7.1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (7.1) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû

â Q. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ íà îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà:

S±
0 = {(x, 0) : (−1)sk2s+1(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : (−1)sk2s+1(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, (7.2)

Di
tu|t=0 = 0, i = 0, s− 1; Ds

tu|S+
0
= 0; Dj

tu|t=T = 0, j = 0, s− 1, Ds
tu|S−

T
= 0. (7.3)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòü ôóíê-

öèé k(x, 0), k(x, T ) íå òðåáóåòñÿ. Òàêæå ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò äîêàçàíî â

íîâîì îïðåäåëåíèè [55,56].

Ïóñòü Wm,s
2 (Q) - àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé [57,58].
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||u||2m,s =

∫
Q

[
n∑

i=1

(Dm
xi
u)2 + (Ds

tu)
2 + u2]dQ.

×åðåç CL îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé èç W 2,2s+1
2 (Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì

(7.2), (7.3). Â [47] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 7.1 [4] Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé è âûïîëíåíî óñëîâèå

(−1)s[2k2s − (1 + 2s)k2s+1,t] ≥ δ > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x, t) ∈ CL ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(Lu, u) ≥ C1||u||21,s, C1 > 0.

Èç ëåììû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ëåììû ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå êðàåâîé

çàäà÷è (7.1)-(7.3) åäèíñòâåííî.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: k0(x) = (−1)sk2s+1(x, 0), kT (x) = (−1)sk2s+1(x, T ). Îïðåäåëèì ïî-

ëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ñðåçûâàþùèå ôóíêöèè

k+
0 (x) =


k0(x), åñëè k0(x) > 0,

0, åñëè k0(x) ≤ 0,

k−
0 (x) = k0(x)− k+

0 (x). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè k+
T (x), k

−
T (x).

Ïóñòü
◦
W

1,s
2 (Q) åñòü çàìûêàíèå CL ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà W 1,s

2 (Q).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ u(x, t) ∈
◦
W

1,s
2 (Q) íàçîâåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çà-

äà÷è (7.1)-(7.3), åñëè íàéäóòñÿ ôóíêöèè χ0(x), χT (x). èç ïðîñòðàíñòâà L2(Ω) òàêèå, ÷òî äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè w(x, t) ∈
◦
W

1,s
2 (Q) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∫
Q

[
(−1)s+1k2s+1D

s
tuD

s+1
t w + (−1)s(k2s − k2s+1,t(s+ 1))Ds

tuD
s
tw +

n∑
i=1

uxi
wxi

+ cuw+

]
dQ+ ...

=

∫
Q

fwdQ−
∫
Ω+

T

√
|kT (x)|χT (x)D

s
tw(x, T )dx−

∫
Ω−

0

√
|k0(x)|χ0(x)D

s
tw(x, 0)dx.
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Îáîáùåííàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è

Òåîðåìà 7.1 Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé è âûïîëíåíî óñëîâèå

(−1)s[2k2s − (1 + 2s)k2s+1,t] ≥ δ > 0, f ∈ L2(Q).

Òîãäà ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈
◦
W

1,s
2 (Q) êðàåâîé çàäà÷è (7.1)-(7.3).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1 áóäåì èñïîëüçîâàòü íåñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà

ñ ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäà ýëëèïòè÷åñêîé è ïàðàáîëè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè [55].

Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Lεv ≡ ε(−1)s+1D2s+2
t v + Lv = f(x, t), (7.4)

â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

v|Γ = 0, (7.5)

Di
tv|t=0 = 0, i = 0, s− 1, (−εDs+1

t v + k+
0 D

s
tv)|t=0 = 0, (7.6)

Dj
tv|t=T = 0, j = 0, s− 1, (−εDs+1

t v + k−
T D

s
tv)|t=T = 0. (7.7)

Äëÿ ε > 0 ïîëîæèì Lεu = ε(−1)s+1D2s+2
t u + Lu. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé áåðåì

φk(x), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−∆φk = λkφk, x ∈ Ω,

φk|γ = 0

Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω), à ñîîòâåòñâóþùèå

ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Ïóñòü (u, v)0 =
∫
Ω

u(x)v(x)dx - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

L2(Ω).

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN,ε(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (7.4)-(7.7) áóäåì èñêàòü â âèäå

uN,ε(x, t) ≡ v(x, t) =
N∑
k=1

cN,ε
k (t)φk(x),

â êîòîðîì cN,ε
k (t) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíî-
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âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(Lεv, φl)0 = (f, φl)0, l = 1, N, (7.8)

Di
tc

N,ε
l |t=0 = 0, i = 0, s− 1, (−εDs+1

t cN,ε
l +

N∑
k=1

aklD
s
t c

N,ε
k )|t=0 = 0, (7.9)

Dj
t c

N,ε
l |t=T = 0, j = 0, s− 1, (−εDs+1

t cN,ε
l +

N∑
k=1

bklD
s
t c

N,ε
k )|t=T = 0. (7.10)

ãäå

akl =

∫
Ω

k+
0 (x)φkφldx,

bkl =

∫
Ω

k−
T (x)φkφldx.

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (7.8)-(7.10) ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è.

Ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé (−1)sk2s+1(x, 0) > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) < 0. Â ýòîì ñëó÷àå

êðàåâûå óñëîâèÿ (7.9), (7.10) áóäóò èìåòü âèä:

Di
tc

N,ε
l |t=0 = 0, i = 0, s, Dj

t c
N,ε
l |t=T = 0, j = 0, s. (7.11)

Â ðàáîòå [47] ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü

êðàåâîé çàäà÷è (7.1)-(7.3) â ñëó÷àå

(−1)sk2s+1(x, 0) > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) < 0,

è ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Â ðàáîòå [52] äëÿ ýòîé

çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðå-

øèìîñòü â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà â ñëó÷àå

(−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0,

è òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè
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äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (7.1)-(7.3) â ñëó÷àå

(−1)sk2s+1(x, 0) > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) < 0.

Çäåñü â îòëè÷èå îò ðàáîòû [47] äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïîëó÷åíû ãëîáàëüíûå àïðè-

îðíûå îöåíêè ïî âñåé îáëàñòè Q. Íà îñíîâàíèè ýòèõ îöåíîê ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè

íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Êàê âûòåêàåò èç ðàññóæäåíèé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, èìååò ìåñòî ëåììà.

Ëåììà 7.2 Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé è âûïîëíåíî óñëîâèå

(−1)s[2k2s − (1 + 2s)k2s+1,t] ≥ δ > 0.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(Lεv, v) ≥ C̃1||v||21,s + ε||Ds+1
t v||2, C̃1 > 0. (7.12)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.2 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.1.

Òåîðåìà 7.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 7.2, à òàêæå

(−1)s[2k2s + k2s+1,t] ≥ δ > 0, f(x, t) ∈ W 0,1
2 (Q),

(−1)sk2s+1(x, 0) > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) < 0, x ∈ Ω.

f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x èç Ω.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (7.1)-(7.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) èç W 2,2s+1
2 (Q) è

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u||2,2s+1 ≤ C3||f ||0,1, C3 > 0. (7.13)

Òåîðåìà 7.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 7.2. Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

uN,ε(x, t) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN,ε||1,s ≤ C4||f ||0,1(
√
ε+ λ

−1/2
N+1 ), C4 > 0, (7.14)

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (7.1)-(7.3).
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8 Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ñîáîëåâà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñìåøàííîãî òèïà

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàëèñü â

ðàáîòàõ [47, 49, 59]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãèå àâòîðû èçó÷àëè óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà

[5, 60, 61]. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè äâóõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèÿ Ñîáîëåâà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñìåøàííîãî òèïà.

Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S. Ïîëîæèì Q = Ω × (0, T ),

ST = S × (0, T ), T = const > 0, Ωt = Ω× {t}, 0 ≤ t ≤ T .

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Lu ≡
2s∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu− (α

∂

∂t
+ β)∆u+ c(x)u = f(x, t), (8.1)

ãäå α, β - ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, s ≥ 1 - íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (8.1) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå. Ââåäåì ìíîæå-

ñòâà Ω±
0 = {(x, 0) : (−1)s−1k2s(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω}, Ω±

T = {(x, T ) : (−1)s−1k2s(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à I. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.1) â Q, òàêîå, ÷òî

u|ST
= 0, (8.2)

u|t=0 = 0, (8.3)

Di
tu|t=0 = 0, i = 1, s− 1; Ds

tu|Ω+
0
= 0;

Dj
tu|t=T = 0, j = s+ 1, 2s− 1; Ds

tu|Ω−
T
= 0. (8.4)

Êðàåâàÿ çàäà÷à II. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.1) â Q, òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(8.2), (8.4) è

u(x, 0) =

T∫
0

N(τ)u(x, τ)dτ, (8.5)

ãäå N(t) ∈ L2(0, T ) èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, N0 =
T∫
0

N(τ)dτ, N1 = (1−N0)
−1.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè çàäà÷è ïðè s = 1, α = β = 1 ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [62].

51



Ïóñòü Wm,s
2 (Q) - àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé

∥u∥2m,s =

∫
Q

 ∑
|α|≤m

(Dα
xu)

2 + (Ds
tu)

2

 dQ

ñ ∥u∥m,m = ∥u∥m for u ∈ Wm,m
2 (Q) = Wm

2 (Q).

Ïóñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω): (u, v)0 =
∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀ u, v ∈

L2(Ω) è (u, v) =
T∫
0

(u, v)0dt äëÿ u, v ∈ L2(Q), ∥u∥2 = (u, u).

Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è I

Ââåäåì êëàññ ôóíêöèé

CL =
{
u(x, t) ∈ W 2,2s

2 (Q) : utxixj
∈ L2(Q), i, j = 1, n è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8.2)-(8.4)

}
.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 8.1 Ïóñòü c(x) ≥ d0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà d0 > 0, è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

(−1)s−1[2k2s−1 + (1− 2s)k2s,t] ≥ δ > 0, (−1)s−1k2s(x, T ) > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u(x, t) ∈ CL ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

(Lu, e−2λtut) ≥ C1

[
∥u∥21,s +

∫
Q

n∑
i=1

u2
txi
dQ

]
, C1 = const > 0.

Èç Ëåììû 8.1 ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (8.1)-(8.4).

Ïóñòü ôóíêöèè φk(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−∆φ = λφ, x ∈ Ω, φ|S = 0.

Ôóíêöèè φk(x) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω), è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... è λk → +∞ äëÿ k → ∞. Îïðåäåëèì

Lεu = (−1)sεD2s+1
t u+ Lu äëÿ 0 < ε ≤ 1.
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èìååò âèä

uN,ε(x, t) =
N∑
k=1

cN,ε
k (t)φk(x), N ≥ 1, 0 < ε ≤ 1,

ãäå cN,ε
k (t) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

(Lεu
N,ε, φl)0 = (f, φl)0, (8.6)

Di
tc

N,ε
l |t=0 = 0, i = 0, s; Dj

t c
N,ε
l |t=T = 0, j = s+ 1, 2s. (8.7)

Èñïîëüçóÿ Ëåììó 8.1, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 8.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëåììû 8.1 è

(−1)s−1k2s(x, 0) > 0, f(x, t) ∈ L2(Q)

. Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

ε∥Ds+1
t uN,ε∥2 + ∥uN,ε∥21,s +

n∑
i=1

∥uN,ε
txi

∥2 ≤ C2∥f∥2,

ãäå C2 = const > 0 íå çàâèñèò îò N, ε, f(x, t).

Èç Ëåììû 8.2 ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (8.6), (8.7).

Ìû äîêàçûâàåì àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uN,ε(x, t), èñïîëüçóÿ òåî-

ðåìû âëîæåíèÿ è òåîðåìû î ñëåäàõ. Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíîãî ðåøå-

íèÿ êðàåâîé çàäà÷è (8.1)-(8.4).

Òåîðåìà 8.1 Ïóñòü c(x) ≥ d0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà d0 > 0 è

(−1)s−1[2k2s−1 + (1− 2s)k2s,t] ≥ δ > 0, (−1)s−1[2k2s−1 + k2s,t] ≥ δ > 0,

(−1)s−1k2s(x, 0) > 0, (−1)s−1k2s(x, T ) > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, t) ∈ W 0,1
2 (Q), òàêîé, ÷òî f(x, 0) = 0 ï.â. â Ω, êðàåâàÿ çàäà-

÷à (8.1)-(8.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ CL, è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àïðèîðíàÿ

îöåíêà:

||u||22,2s + ||∆ut||2 ≤ C3||f ||20,1, C3 = const > 0. (8.8)
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Èñïîëüçóÿ àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ uN,ε(x, t) è (8.8), ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà

Ãàëåðêèíà.

Òåîðåìà 8.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû 8.1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

ïîãðåøíîñòè:

∥u− uN,ε∥21,s ≤ C4∥f∥0,1(ε1/2 + λ
−1/2
N+1 ),

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (8.1)-(8.4), è ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C4 íå

çàâèñèò îò N, ε, f(x, t).

Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è II

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

WL = {u(x, t) ∈ W 2,2s
2 (Q) : utxixj

∈ L2(Q), i, j = 1, n}

ñ íîðìîé

||u||L = ||u||2,2s + ||∆ut||.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ WL ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (8.1), (8.2),

(8.4), (8.5). Òîãäà ôóíêöèÿ

v(x, t) = u(x, t)−
T∫

0

N(τ)u(x, τ)dτ

áóäåò ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Lv = F (x, v) + f(x, t), (x, t) ∈ Q, (8.9)

òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ (8.2)-(8.4), ãäå

F (x, v) = N1

T∫
0

N(τ)[∆v(x, τ)− c(x)v(x, τ)]dτ.

Îòìåòèì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (8.9), (8.2)-(8.4) ñ N(t) ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé

(8.1)-(8.4). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 8.1, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v0 ∈ WL è ñïðàâåä-
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ëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà:

||v0||L ≤ C0||f ||0,1, C0 = const > 0.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x, t) ∈ WL ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

||F (x, v)|| ≤ C5|N1|T 1/2||N ||L2(0,T )||v||L.

Âûáèðàÿ ôóíêöèþ v0(x, t) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ïðèáëèæåíèé äîêàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è

(8.9), (8.2)-(8.4).

Òåîðåìà 8.3 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû 8.1, â òîì ÷èñëå äëÿ ôóíêöèè f(x, t), è

q = C0C5|N1|T 1/2||N ||L2(0,T ) < 1.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (8.9), (8.2)-(8.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v(x, t) ∈ WL è èìååò ìåñòî

îöåíêà ñõîäèìîñòè:

||v − vm||L ≤ C0
2 + q

1− q
||f ||0,1qm,

ãäå vm(x, t) ïðèáëèæåíèå ñ íîìåðîì m.

Ïóñòü v(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (8.9), (8.2)-(8.4) â WL, ãàðàíòèðîâàííîå

Òåîðåìîé 8.3. Ïîëîæèì

u(x, t) = v(x, t) +N1

T∫
0

N(τ)v(x, τ)dτ,

um(x, t) = vm(x, t) +N1

T∫
0

N(τ)vm(x, τ)dτ.

Òîãäà íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 8.4 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû 8.3 è T 1/2||N ||L2(0,T ) < 1. Òîãäà êðàåâàÿ

çàäà÷à (8.1), (8.2), (8.4), (8.5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ WL è èìååò ìåñòî îöåíêà

ñõîäèìîñòè: ||u− um||L ≤ C0
2+q
1−q

(1 + |N1|T 1/2||N ||L2(0,T ))||f ||0,1qm.
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9 Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ðàçðûâíûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Ïóñòü x åñòü òî÷êà îòðåçêà [−1, 1] îñè Ox, t åñòü òî÷êà îòðåçêà [0, T ], 0 < T < ∞, Q1,

Q2 è Q åñòü öèëèíäðû (−1, 0)× (0, T ), (0, 1)× (0, T ) è (−1, 1)× (0, T ), ñîîòâåòñòâåííî, c(x, t) è

f(x, t) � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè (x, t) ∈ Q, h(x), a(x) �çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå

ïðè x ∈ [−1, 1], t ∈ (0, T ) è, áûòü ìîæåò, èìåþùèå ðàçðûâ 1-ãî ðîäà ïðè x = 0, α, β � çàäàííûå

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Êðàåâàÿ çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â öèëèíäðàõ Q1 è Q2 ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ

Dt

[
(−1)pD2p+1

t u− h(x)uxx

]
+ a(x)uxx + c(x, t)u = f(x, t) (9.1)

(p ≥ 1�öåëîå, Dk
t = ∂k

∂tk
, Dt =

∂
∂t
) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (9.2)

Dk
t u(x, t)|t=0 = 0, k = 0, ..., p, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (9.3)

Dk
t u(x, t)|t=T = 0, k = 0, ..., p, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (9.4)

à òàêæå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

u(−0, t) = αu(+0, t), ux(+0, t) = βux(−0, t), t ∈ (0, T ). (9.5)

Äàëåå îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà V1, V2 è V :

Vi = {v(x, t) :
∫
Qi

(v2 + v2xxt + (D2p+2
t v)2)dxdt < +∞}, i = 1, 2,

V = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V1, v(x, t) ∈ V2}

(âñå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ êàê îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïî Ñ.Ë. Ñîáîëåâó). Íîðìó â ýòèõ
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ïðîñòðàíñòâàõ çàäàäèì ðàâåíñòâàìè

∥v∥Vi
= {

∫
Qi

(v2 + v2xxt + (D2p+2
t v)2)dxdt} 1

2 ,

∥v∥V = ∥v∥V1 + ∥v∥V2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà V1, V2 è V ñ ýòèìè íîðìàìè áóäóò áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïóñòü

h1(x) =


h(x) ïðè x ∈ [−1, 0),

lim
x→−0

h(x) ïðè x = 0,

h2(x) =


h(x), ïðè x ∈ (0, 1],

lim
x→+0

h(x) ïðè x = 0,

a1(x) =


a(x) ïðè x ∈ [−1, 0),

lim
x→−0

a(x) ïðè x = 0,

a2(x) =


a(x) ïðè x ∈ (0, 1]),

lim
x→+0

a(x) ïðè x = 0,

è

h01 = max
x∈[−1,0]

| h′
1(x) |, h02 = max

x∈[0,1]
| h′

2(x) | .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé u(x, t) ∈ V1 è u(x, t) ∈ V2 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∫
Qi

u2
tdxdt ≤

(
T

π

)2p ∫
Qi

(Dp+1
t u)2dxdt, i = 1, 2 (9.6)

ïðè óñëîâèè, ÷òî Dk
t u(x, t)|t=0 = 0, k = 0, ..., p.

Èññëåäóåì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (9.2)�(9.5).

Òåîðåìà 9.1 Ïóñòü

αβh(−0)h(+0) > 0, (9.7)
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h1(x) ∈ C1([−1, 0]), h2(x) ∈ C1([0, 1]), a1(x) ∈ C2([−1, 0]), a2(x) ∈ C2([0, 1]),

c(x, t) ∈ C1(Q), t ∈ (0, T ),
(9.8)

a′′(x) + 2c(x, t) ≤ 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t ∈ (0, T ), (9.9)

a′(−0) ≥ 0, a′(+0) ≤ 0, (9.10)

h(+0)a(−0) = h(−0)a(+0). (9.11)

Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ0 > 0 òàêîå, ÷òî

2δ20a(x)− h2
01 ≥ 0, x ∈ [−1, 0),

2δ20a(x)− h2
02 ≥ 0, x ∈ (0, 1],

(9.12)

δ20T
2p ≤ 2π2p. (9.13)

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (9.2)�(9.5) ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå V .

Ïóñòü

α1 =
αa(+0)

a(−0)
, β1 =

βa(−0)

a(+0)
.

Òåîðåìà 9.2 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9.7)�(9.13) è óñëîâèÿ

c(x, t) ∈ C1([−1, 0)) ∪ C1((0, 1]), c(−0, t) = c(+0, t), 0 ≤ cx(x, t) ≤ c0,

cx(+0, t) ≥ 0, cx(−0, t) ≤ 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t ∈ (0, T ).
(9.14)

Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ1 > 0 òàêîå, ÷òî

2δ21a(x) ≥ h2
01 + c20,

2δ21a(x) ≥ h2
02 + c20, x ∈ (−1, 1), t ∈ (0, T ),

(9.15)

f(−1, t) = f(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

α1β1fx(−0, t)f(+0, t) = f(−0, t)fx(+0, t) = 0, t ∈ (0, T ).
(9.16)

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (9.2)�(9.5) èìååò ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó V , äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f(x, t), fxx(x, t) èç ïðîñòðàíñòâà L2(Q).
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10 Î äðîáíûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàçâèòà èäåÿ àïïðîêñèìàöèè íåìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì

â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (CTRW) ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê îá-

ùåìó êëàññó äðîáíûõ êèíåòè÷åñêèõ ìåðîçíà÷íûõ ýâîëþöèé ñ ïåðåìåííûì ïîðÿäêîì. Äîêàçàíà

êîððåêòíîñòü ïîëó÷åííûõ íîâûõ óðàâíåíèé è ïðèâîäèòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ôîðìóëà èõ ðåøåíèé.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äðîáíûå âåðñèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ äèôôóçèé. Ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå (ñì. [63]).

Êàê ïîä÷åðêèâàëîñü â [64], ñòàíäàðòíûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé óðàâíå-

íèåì
∂u

∂t
(t, x) =

1

2
a(x)

∂2u

∂x2
(t, x), (10.1)

ñ ïîëîæèòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé a(x), ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê ïðåäåë ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. Ýòè äîïðåäåëüíûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ìîãóò áûòü ñàìûìè

ðàçíûìè. Íàïðèìåð, àïïðîêñèìèðóþùèå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ìîãóò

áûòü âûáðàíû êàê ñêà÷êîîáðàçíûå ïðîöåññû ñ ãåíåðàòîðàìè

Lhf(x) =
1

2h2
[f(x+ h

√
a(x)) + f(x− h

√
a(x))− 2f(x)],

èëè êàê ñêà÷êîîáðàçíûå ïðîöåññû ñ ãåíåðàòîðàìè

L̃hf(x) =
a(x)

2h2
[f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)].

Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîðû Lh è L̃h ñòðåìÿòñÿ ê (1/2)a(x)(d2/dx2) ïðè h → 0, à òàêæå è ïðîöåñ-

ñû ïðûæêîâîãî òèïà, ïîðîæäåííûå îïåðàòîðàìè Lh è L̃h ñõîäÿòñÿ ê äèôôóçèè, ïîðîæäåííîé

îïåðàòîðîì (1/2)a(x)(d2/dx2). Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè a(x) îòâå÷àåò

çà ðàçìåð ñêà÷êîâ (ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ), à âî âòîðîì - çà èíòåíñèâíîñòü ñêà÷êîâ

(ñ ïîñòîÿííûìè ðàçìåðàìè). ¾Ãðóáûé¿ äèôôóçèîííûé ïðåäåë ðàçíèöû íå ÷óâñòâóåò. Ñèòóà-

öèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè ìû ìîäåëèðóåì ïðèáëèæåíèÿ ÷åðåç ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ â íåïðåðûâíîì

âðåìåíè (CTRW) ñ íåýêñïîíåíöèàëüíûìè âðåìåíàìè îæèäàíèÿ. Åñëè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îòâå÷àåò çà ðàçìåðû ñêà÷êîâ è áðàòü âðåìåíà îæèäàíèÿ èç îáëàñòè

ïðèòÿæåíèÿ α-óñòîé÷èâîãî çàêîíà ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ α, òî ñòàíäàðòíîå ìàñøòàáèðî-

âàíèå ïðèâîäèò (â ïðåäåëå ìàëûõ ñêà÷êîâ è áîëüøèõ èíòåíñèâíîñòåé) ê íàèáîëåå ñòàíäàðòíîìó
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äðîáíîìó óðàâíåíèþ äèôôóçèè

Dα
0+∗u(t, x) =

1

2
a(x)

∂2u

∂x2
(t, x), (10.2)

ãäå Dα
0+∗ � òàê íàçûâàåìàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî-Äæðáàøÿíà.

Åñëè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèè ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè â íåïðåðûâíîì

âðåìåíè (CTRW) ñ ôèêñèðîâàííûìè ðàçìåðàìè ñêà÷êîâ è èñïîëüçîâàòü a(x) äëÿ (ðàçëè÷åíèÿ)

èíòåíñèâíîñòåé â ðàçíûõ òî÷êàõ, òî ìû ïîëó÷èì â ïðåäåëå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííîé äðîáíîé

ïðîèçâîäíîé, çàâèñÿùåé îò ïîçèöèè:

D
αa(x)
0+∗ u(t, x) =

1

2

∂2u

∂x2
(t, x). (10.3)

Êîíå÷íî, äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ b(x)c(x)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè b(x), c(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü b(x) êàê ôóíêöèþ, îòâå÷àþùóþ

çà èíòåíñèâíîñòü ñêà÷êîâ è c(x) êàê ôóíêöèþ, îòâå÷àþùóþ çà ðàçáðîñ ñêà÷êîâ. Â ýòîì ñëó÷àå

ìû ïîëó÷àåì â ïðåäåëå óðàâíåíèå

D
αb(x)
0+∗ u(t, x) =

1

2
c(x)

∂2u

∂x2
(t, x). (10.4)

Â [64] äàí ñòðîãèé âûâîä óðàâíåíèé òèïà (10.4). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñëåäóÿ òîé æå

èäåå ðàçäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè íà ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåíàì è ðàçìåðàì

ñêà÷êîâ, ìû âûâîäèì äðîáíûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèå

ïðåäåëû ìàñøòàáèðîâàíèÿ àïïðîêñèìèðóåìûõ ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè â íåïðåðûâíîì âðå-

ìåíè (CTRW) ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ äèôôóçèé.

Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ - ýòî ìåðîçíà÷íûå óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå ïðåäåë äèíàìè÷å-

ñêîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë (LLN) ìàðêîâñêèõ ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, êîãäà ÷èñ-

ëî ÷àñòèö ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíûå ìåðîçíà÷íûå

ýâîëþöèè ìîãóò áûòü âåðîÿòíîñòíî èíòåðïðåòèðîâàíû êàê íåëèíåéíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû,

ñì. [65]. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñîâïàäà-

åò ñ ñèìïëåêñîì Σn ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x = (x1, · · · , xn) òàê, ÷òî∑
j xj = 1, ãäå n ìîæåò áûòü ëþáûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðåäåë äèíàìè÷åñêîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë (ÇÁ×) ìàðêîâñêèõ ñè-

ñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðåäñòàâëÿþò

60



ñîáîé ÎÄÓ âèäà

ẋ = xQ(x) ⇐⇒ ẋi =
∑
k

xkQki(x) äëÿ âñåõ i, (10.5)

ãäå Q � ñòîõàñòè÷åñêàÿ èëè êîëìîãîðîâñêàÿ Q-ìàòðèöà (ò.å. îíà èìååò íåîòðèöàòåëüíûå íåäèà-

ãîíàëüíûå ýëåìåíòû, à ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà íóëþ), íåïðåðûâíî ëèïøèöåâî

çàâèñÿùàÿ îò x.

Ôóíêöèè F (t, x) = F (Xt(x)), ãäå Xt(x) îáîçíà÷àåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.5) ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì x, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

∂

∂t
F (t, x) = (x,Q(x)∇F (t, x)) =

∑
k,i

xkQki(x)
∂F (t, x)

∂xi

. (10.6)

Â áîëåå îáùåì âèäå (ñì. [65]) äëÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ â ñðåäíåì ïîëå ÷àñòèö,

çàäàííîé ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ Aµ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ â

íåêîòîðîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd, çàâèñÿùèìè îò âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ íà Rd â êà÷å-

ñòâå ïàðàìåòðîâ è èìåþùèìè îáùóþ ñóùåñòâåííóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, åñòåñòâåííûé ïðåäåë

ìàñøòàáèðîâàíèÿ òàêîé ñèñòåìû ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà ÷àñòèö ê áåñêîíå÷íîñòè (äèíàìè÷åñêèé

çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë) îïèñûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè â ñëàáîé ôîðìå

(f, µ̇t) = (Aµtf, µt), (10.7)

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç îáùåé ñóùåñòâåííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ Aµ.

Îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (10.6) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â âàðèàöèîííûõ

ïðîèçâîäíûõ:
∂F (t, µ)

∂t
=

∫
Rd

(
Aµ

δF (t, µ)

δµ(.)

)
(z)µ(dz). (10.8)

Ìîæíî ðàçëè÷àòü ñëó÷àè ýâîëþöèè ñ ñîõðàíåíèåì ÷èñëà ÷àñòèö è èçìåíåíèåì ÷èñëà

÷àñòèö. Âòîðîé ñëó÷àé âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ÷èñòî ñêà÷êîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ è ðàññìàòðè-

âàëñÿ â [66]. Â äàííîé ðàáîòå ìû èìååì äåëî ñ ïåðâûì ñëó÷àåì.

Ïðè îáîáùåíèè ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà áîëåå îáùèå ñëó÷àéíûå áëóæ-

äàíèÿ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (CTRW), õàðàêòåðèçóþùèåñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ñëó÷àéíûå

ìîìåíòû âðåìåíè ìåæäó ñêà÷êàìè íå ýêñïîíåíöèàëüíû, à âåðîÿòíîñòè õâîñòà óìåíüøàþòñÿ

êàê ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ, èõ ïðåäåëû ñòàíîâÿòñÿ íåìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè, îïèñûâàåìûìè

äðîáíûìè ýâîëþöèÿìè.
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Â ðàáîòå [63] ïîñòðîåíà àïïðîêñèìàöèÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì â íåïðåðûâíîì âðåìåíè

(CTRW) ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ â ñðåäíåì ïîëå ÷àñòèö äëÿ ñëó÷àÿ íåýêñïîíåíöèàëüíûõ

âðåìåí îæèäàíèÿ ìåæäó ñêà÷êàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ

ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ â ñðåäíåì ïîëå ÷àñòèö â Rd ñ ñîõðàíåíèåì ÷èñëà ÷àñòèö çàïèñûâà-

åòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ

D
(α,µ)
t−⋆ F (s, µ) =

∫
Rd

(
Aµ

δF (s, µ)

δµ(.)

)
(z)µ(dz), (10.9)

ãäå Aµ � ñåìåéñòâî ãåíåðàòîðîâ ôåëëåðîâñêèõ ïðîöåññîâ â Rd, çàâèñÿùèõ îò µ ∈ M(Rd). Äëÿ

íàãëÿäíîñòè ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé äèôôóçèîííûõ îïåðàòîðîâ Aµ.

Äîêàçàíà êîððåêòíîñòü ïîñòðîåííîãî íîâîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿì ñ ïåðåìåííûì

äðîáíûì ïîðÿäêîì è ïðèâåäåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèé (ñì. ðàçäåëû 4-7 â [63]).
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11 Ñòðîåíèå ãðàíåé è 3-âåðøèí â òðèàíãóëÿöèÿõ íà ïîâåðõíîñòÿõ è â ðàçðåæåííûõ

ïëîñêèõ ãðàôàõ

(1) Ñòåïåíü d(x) âåðøèíû èëè ãðàíè x â ãðàôåG íà ïëîñêîñòè èëè äðóãîé îðèåíòèðóåìîé

ïîâåðõíîñòè åñòü ÷èñëî èíöèäåíòíûõ x ðåáåð. Ãðàíü f = v1 . . . vd(f) èìååò òèï (k1, k2, . . .), åñëè

d(vi) ≤ ki äëÿ ëþáîãî i ïðè 1 ≤ i ≤ d(f). ×åðåç δ îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèí â G.

Â 1989 ã. Áîðîäèí äîêàçàë, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé ãðàô ñ δ = 5 ñîäåðæèò (5, 5, 7)-ãðàíü èëè

(5, 6, 6)-ãðàíü, ãäå âñå ïàðàìåòðû íåóëó÷øàåìû, ïîäòâåðäèâ òåì ñàìûì ãèïîòåçó Êîöèãà 1963 ã. î

âåñå ãðàíè â ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèÿõ ñ δ = 5, à òàêæå ãèïîòåçó Ãðþíáàóìà 1975 ã. î öèêëè÷åñêîé

ñâÿçíîñòè 5-ñâÿçíûõ ïëîñêèõ ãðàôîâ. Íåäàâíî ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñ δ ≥ 5 íà

òîðå ñîäåðæèò ãðàíü îäíîãî èç òèïîâ (5, 5, 8), (5, 6, 7) èëè (6, 6, 6), ïðè÷åì ýòî îïèñàíèå òî÷íîå.

Èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëåáåãà 1940 ã. ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñ δ ≥ 4

ñîäåðæèò ãðàíü òèïà (4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9) èëè (5, 6, 7).

Â 1999 ã. Éåíäðîëü äàë àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå: (4, 4,∞), (4, 5, 13), (4, 6, 17), (4, 7, 8), (5, 5, 7),

(5, 6, 6), è ïðåäïîëîæèë, ÷òî èìååò ìåñòî îïèñàíèå (4, 4,∞), (4, 5, 10), (4, 6, 15), (4, 7, 7), (5, 5, 7),

(5, 6, 6). Â 2002 ã. äàííîå Ëåáåãîì îïèñàíèå áûëî óñèëåíî Î.Â. Áîðîäèíûì äî (4, 4,∞), (4, 5, 17),

(4, 6, 11), (4, 7, 8), (5, 5, 8), (5, 6, 6).

Â 2014 ã. Áîðîäèí è Èâàíîâà ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå òî÷íîå îïèñàíèå, êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè,

îïðîâåðãàåò ïðåäïîëîæåíèå Éåíäðîëÿ: (4, 4,∞), (4, 5, 11), (4, 6, 10), (4, 7, 7), (5, 5, 7), (5, 6, 6).

Èç òåîðåìû Ëåáåãà 1940 ã. ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêàÿ ÷åòûðåàíãóëÿöèÿ ñ δ ≥ 3 ñîäåðæèò

ãðàíü îäíîãî èç òèïîâ (3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 11), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5). Íåäàâíî Áîðîäèí è Èâàíî-

âà óëó÷øèëè ýòî îïèñàíèå äî (3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 9), (3, 3, 5, 6), (3, 4, 4, 5), ãäå âñå ïàðàìåòðû çà

âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì 9 ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, à 9 íå ìîæåò îïóñòèòüñÿ íèæå 8.

Â 1995 ã. Àâãóñòèíîâè÷ è Áîðîäèí ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå òî÷íîå îïèñàíèå ãðàíåé ÷åòû-

ðåàíãóëÿöèé ñ δ ≥ 3 íà òîðå: (3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 10), (3, 3, 5, 7), (3, 3, 6, 6), (3, 4, 4, 6), (4, 4, 4, 4),

êîòîðîå òàêæå âåðíî äëÿ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé ëþáîãî áîëüøåãî ðîäà ïðè óñëîâèè, ÷òî

÷åòûðåàíãóëÿöèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêà.

Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñ δ ≥ 4 íà òîðå, à òàêæå ëþáàÿ äîñòàòî÷íî áîëü-

øàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñ δ ≥ 4 íà ëþáîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè áîëüøåãî ðîäà, ñîäåðæèò

ãðàíü îäíîãî èç òèïîâ (4, 4,∞), (4, 6, 12), (4, 8, 8), (5, 5, 8), (5, 6, 7) èëè (6, 6, 6), ãäå âñå ïàðàìåò-

ðû íåóëó÷øàåìû.
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(2) Èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëåáåãà (1940) î ñòðîåíèè ìëàäøèõ ãðàíåé â 3 ìíîãîãðàííè-

êàõ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ïëîñêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ íå ìåíåå 4 ñîäåðæèò

3-ãðàíü, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîé ìàæîðèðóþòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

(4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 7). Â 1999 ã. Éåíäðîëü äàë ñëåäóþóùåå îïèñà-

íèå ãðàíåé: (4, 4,∞), (4, 5, 13), (4, 6, 17), (4, 7, 8), (5, 5, 7), (5, 6, 6). Òàêæå Éåíäðîëü (1999) ïðåäïî-

ëîæèë, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðàíü îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ: (4, 4,∞), (4, 5, 10), (4, 6, 15), (4, 7, 7),

(5, 5, 7), (5, 6, 6).

Â 2002 ã. îïèñàíèå Ëåáåãà áûëî óñèëåíî Áîðîäèíûì äî ñëåäóþùåãî: (4, 4,∞), (4, 5, 17),

(4, 6, 11), (4, 7, 8), (5, 5, 8), (5, 6, 6). Â 2014 ã. Áîðîäèí è Èâàíîâà ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå òî÷íîå îïè-

ñàíèå, êîòîðîå â ÷àñòíîñòè îïðîâåðãàåò óïîìÿíóòîå âûøå ïðåäïîëîæåíèå Éåíäðîëÿ: (4, 4,∞),

(4, 5, 11), (4, 6, 10), (4, 7, 7), (5, 5, 7), (5, 6, 6).

Äîêàçàíî ñëåäóþùåå òî÷íîå îïèñàíèå ãðàíåé â ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèÿõ ñ ìèíèìàëüíîé

ñòåïåíüþ íå ìåíåå 4: (4, 4,∞), (4, 6, 10), (4, 7, 7), (5, 5, 8), (5, 6, 7).

(3) Ïóñòü g(k, t) åñòü ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî êàæäûé ïëîñêèé ãðàô ñ îá-

õâàòîì g íå ìåíüøèì g(k, t), ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ δ = 2 è áåç (k + 1)-öåïåé, ñîñòîÿùèõ èõ

âåðøèí ñòåïåíè 2, ãäå k ≥ 1, ñîäåðæèò 3-âåðøèíó ñ íå ìåíåå ÷åì t ñîñåäÿìè ñòåïåíè 2, ãäå

1 ≤ t ≤ 3.

Â 2015 ã. Éåíäðîëü è Ìàöåêîâà äîêàçàëè, ÷òî g(1, 1) ≤ 7. Ïîçæå Õóäàê è äð. óñòàíîâèëè,

÷òî g(1, 3) = 10; Éåíäðîëü, Ìàöåêîâà, Ìîíòàñüåð è Ñîòàê äîêàçàëè, ÷òî g(1, 1) ≥ 7, g(1, 2) = 8

è g(2, 2) ≥ 11, à Áîðîäèí è Èâàíîâà íåäàâíî äîêàçàëè, ÷òî g(2, 2) = 11 è g(2, 3) = 14. Òàêèì

îáðàçîì, âåëè÷èíà g(k, t) èçâåñòíà äëÿ k = 1 è âñåõ t.

Äîêàçàíî, ÷òî g(k, 1) = 3k + 4, g(k, 2) = 3k + 5 è g(k, 3) = 3k + 8 äëÿ âñåõ k ≥ 2.
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12 Îá îáîáùåíèè ìåòîäà Ãàóññà-Æîðäàíà (Éîðäàíà) äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ

áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïóñòü çàäàíà íåîäíîðîäíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåèçâåñòíûõ [67]:

a1,1x1 + a1,2x2 + ...+ a1,nxn + ... = b1,

a2,1x1 + a2,2x2 + ...+ a2,nxn + ... = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

an,1x1 + an,2x2 + ...+ an,nxn + ... = bn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


, (12.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñèñòåìû, à òàêæå íåèçâåñòíûå âçÿòû èç íåêîòîðîãî ïîëÿ.

Äëÿ îáîáùåíèÿ ìåòîäà Ãàóññà-Éîðäàíà äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû

èñïîëüçîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ñïåöèàëüíîãî ÷àñòíîãî (ñòðîãî ÷àñòíîãî) ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ

îáùèõ ñèñòåì, ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ ìåòîä ðåäóêöèè â óçêîì ñìûñëå (ïðîñòîé ðåäóêöèè).

Ñóùíîñòü íàøåãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ îáùèõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-

þùåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà A ñèñòåìû (12.1) èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã,

äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå áåñêîíå÷íûé îïðåäåëèòåëü áûë îòëè÷åí îò íóëÿ [68]. Â ýòîì

ñëó÷àå ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ, ìàòðèöà A ñèñòåìû (12.1) ðàçëàãàåòñÿ â

âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåóãîëüíîé ìàòðèöû B íà ãàóññîâó ìàòðèöó C, ò.å. A = BC [69] , ïðè÷åì,

ýëåìåíòû ãëàâíûõ äèàãîíàëåé ýòèõ ìàòðèö îòëè÷íû îò íóëÿ ïî îïðåäåëåíèþ. Åñëè ïðèíÿòü

ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû B ðàâíûì åäèíèöå, òî ïîëó÷èì îáîáùåíèå àëãîðèò-

ìà Ãàóññà äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì [70]. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå îáùåé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû

(12.1) ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé, òàê íàçûâàåìîé ãàóññîâîé ñèñòåìå:

∞∑
p=0

aj,j+pxj+p = bj, j = 1, 2, 3, ... , (12.2)

ãäå aj,j+p � ýëåìåíòû ãàóññîâîé ìàòðèöû C, à ïîä bj ïåðåîáîçíà÷åíû ýëåìåíòû ñòîëáöà B−1b, b

� ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû (12.1).

Åñëè êàêèì-òî îáðàçîì çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî îáùàÿ ñèñòåìà (12.1), à çíà÷èò è ãàóññîâà

ñèñòåìà (12.2), ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé, òî, åå òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òåîðå-

ìàìè:
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Òåîðåìà 12.1 Îáùàÿ íåîäíîðîäíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà (12.1) ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ áåñêî-

íå÷íûì îïðåäåëèòåëåì ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò åå ñòðîãî ÷àñòíîå

ðåøåíèå.

Òåîðåìà 12.2 Ïóñòü ãàóññîâà ñèñòåìà (12.2) ñîâìåñòíà, òîãäà åå ñòðîãî ÷àñòíîå ðåøåíèå

xj èìååò âèä

xj = B(j) =
∞∑
p=0

(−1)pAp(j)bj+p

aj+p,j+p

, j = 1, 2, ... , (12.3)

ãäå Ap(j) � ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

Ap(j) =

p−1∑
k=0

(−1)p−1−kaj+k,j+p

aj+k,j+k

Ak(j), A0(j) = 1, j = 1, 2, ... . (12.4)

×àùå âñåãî ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (12.1) çàðàíåå íåèçâåñòíà. Â òàêîì ñëó÷àå êàê èñïîëü-

çîâàòü ðåøåíèå (12.3)? Åñëè óäàåòñÿ íàéòè ñóììó ðÿäà (12.3), òî, ïîäñòàâëÿÿ åå â èñõîäíóþ

ãàóññîâó ñèñòåìó (12.2), óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èëè íåò. Êàê ïîñòóïèòü, åñëè

íå óäàåòñÿ äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà (12.3) èëè íå óäàåòñÿ íàéòè ñóììó ðÿäà (12.3) àíàëèòè÷å-

ñêèì ñïîñîáîì? Äëÿ îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ÷èñëåííûé àëãîðèòì

ðåøåíèÿ èñõîäíîé îáùåé ñèñòåìû (12.1) ñ ïðèìåíåíèåì ðÿäà (12.3) [71,72].

Âû÷èñëåíèå ðÿäà (12.3) ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (12.4) îñóùåñòâëÿåòñÿ

òàêèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî j ïðè n → ∞ âû÷èñëÿåì àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ïîñëåäíèõ

äâóõ ÷ëåíîâ ñóììû

n
xj= Bn−j(j) =

n−j−1∑
p=0

(−1)pAp(j)
bj+p

aj+p,j+p

, j = 1, 2, ...n, (12.5)

ñëåäÿ çà ýòîé ðàçíîñòüþ, è åñëè ýòî çíà÷åíèå íå ïðåâûøàåò çàäàííîé òî÷íîñòè ε, ìû îñòàíàâ-

ëèâàåì âû÷èñëåíèÿ (ïðè íåêîòîðîì n = Nj). Åñòåñòâåííî, äëÿ êàæäîãî j ñóùåñòâóåò ñâîå Nj,

à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò ñëåäèòü çà íåâÿçêîé, ò.å. çà ðàçíèöåé ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòÿìè ñèñòåìû (12.1) äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé xj äëÿ êàæäîãî j. Åñëè ýòè íåâÿçêè ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè n, òî ïîëó÷åííûå ÷èñëà xj áóäóò ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû

(12.1) ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áûñòðîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (12.3), òåì

ñàìûì áûñòðîé ñõîäèìîñòè ðåäóêöèè.

Äàäèì íåêîòîðîå ïîÿñíåíèå âûøåñêàçàííîìó. Çäåñü îïèñàí àëãîðèòì îïîçíàâàíèÿ ñîâ-

ìåñòíîñòè èëè íåñîâìåñòíîñòè èñõîäíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû. Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî çà-

66



äàííàÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òî åå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäàíî â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (12.3)

è íà åãî âû÷èñëåíèè íå îñòàíàâëèâàåìñÿ, ýòî äåëî òåõíèêè.

Åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
n
xj ñõîäèòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè n, òî ýòî ãîâîðèò î òîì,

÷òî ïðîñòàÿ ðåäóêöèÿ èìååò ïðåäåë, ò.å. ñõîäèòñÿ. Çäåñü íåîáõîäèìî ïîìíèòü î òîì, ÷òî íà

ñàìîì äåëå ôîðìóëà (12.5) äàåò òî÷íîå ðåøåíèå óðåçàííîé êîíå÷íîé ñèñòåìû n-ãî ïîðÿäêà äëÿ

êàæäîãî n â åäèíîé çàïèñè. Íî ñõîäèìîñòü ðåäóêöèè åùå íå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðåäóêöèÿ ñõî-

äèòñÿ èìåííî ê ðåøåíèþ ãàóññîâîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (12.2) [71]. Êñòàòè, åñëè îíà ñõîäèòñÿ,

òî îíà ñõîäèòñÿ íåïðåìåííî ê çíà÷åíèþ, îïðåäåëÿåìîìó ôîðìóëîé Êðàìåðà äëÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî j, íî îíî ìîæåò è íå áûòü ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû [71]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü,

÷òî ïðîñòàÿ ðåäóêöèÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (12.2) íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà íåâÿçêîé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñíà÷àëà óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ðåäóêöèÿ ñõîäèòñÿ èëè íåò. Åñëè îíà íå

ñõîäèòñÿ, òî ïî òåîðåìå 5 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Î÷åâèäíî, èç ôîðìóëû (12.5) ñëåäóåò

| n
xj −

n+1
xj | =

∣∣∣∣An+1−j(j)
bn+1

an+1,n+1

∣∣∣∣.
Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

ïðè óâåëè÷åíèè n (ò.å. îíà ñòàíîâèòüñÿ ìåíüøå çàäàííîãî ξ), òî ýòî çíà÷èò: âî-ïåðâûõ, ÷èñëîâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
n
xj èìååò ïðåäåë ïî êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè Êîøè, âî âòîðûõ, íåîáõîäèìîå

óñëîâèå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
p=0

(−1)pAp(j)
bj+p

aj+p,j+p

âûïîëíÿåòñÿ. Òåïåðü ïðîâåðÿåì íåâÿçêó, à ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïîðÿäîê óðåçàííîé ñèñòåìû

âû÷èñëåíèÿ äëÿ êàæäîãî íåèçâåñòíîãî xj ñâîå: n = Nj. Åñëè íåâÿçêà íå óìåíüøàåòñÿ, òî ñèñòåìà

íå èìååò ðåøåíèÿ, åñëè óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè n, òî ñóùåñòâóåò ñòðîãî ÷àñòíîå ðåøåíèå

(12.3). Åñëè âçÿòü çà n = max
j

Nj, òî íåðàâåíñòâî | n
xj −

n+1
xj | < ξ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ j.

Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì ãàðàíòèðîâàííóþ òî÷íîñòü ξ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðÿä â âûðàæåíèè (12.5) ñõîäèòñÿ è íåâÿçêà ñèñòåìû (12.1) ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè n, òî èñõîäíàÿ îáùàÿ ñèñòåìà (12.1) ñîâìåñòíà è ìû ïîëó÷èì åå

ïðèáëèæåííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïðè äîñòàòî÷íî áûñòðîé ñõîäèìîñòè

ðÿäà (12.5), ò.å. � ïðîñòîé ðåäóêöèè. Åñëè ðÿä (12.5) ðàñõîäèòñÿ, ò.å. ðåäóêöèÿ íå ñõîäèòñÿ èëè

îíà ñõîäèòñÿ, íî óêàçàííàÿ íåâÿçêà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè n, òî èñõîäíàÿ îáùàÿ

67



áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà (12.1) íå ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé, ò.å. íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, ïîçâîëÿþò îáîáùèòü ìåòîä Ãàóññà-Éîðäàíà íà áåñêî-

íå÷íûå ñèñòåìû. Ïåðâîå äåéñòâèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ãàóññà-Éîðäàíà. Ïîýòîìó,

ðàçäåëÿÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (12.1) íà a1,1, ïîëó÷èì

x1 + a
(0)
1,2x2 + a

(0)
1,3x3 + ...+ a

(0)
1,nxn + ... = b

(0)
1 , (12.6)

ãäå a(0)1,j =
a1,j
a1,1

, b
(0)
1 = b1

a1,1
, j = 2, 3, ...

Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (12.1) óðàâíåíèå (12.6) óìíîæåííîå íà a2,1 è ðå-

çóëüòàò ðàçäåëèì íà a
(1)
2,2

x2 + a
(1)
2,3x3 + ...+ a

(1)
2,nxn + ... = b

(1)
2 , (12.7)

ãäå a(1)2,j =
a2,j−a

(0)
1,ja2,1

a
(1)
2,2

, b
(1)
2 =

b2−b
(0)
1 a2,1

a
(1)
2,2

, j = 2, 3, ..., N. Íàñ÷åò ÷èñëà N ïîÿñíåíèå äàäèì íèæå.

Òåïåðü, èñêëþ÷èì a
(0)
1,2x2 èç óðàâíåíèÿ (12.6). Äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå (12.7) íà

a
(0)
1,2 è âû÷òåì èç óðàâíåíèÿ (12.6)

x1 + a
(1)
1,3x3 + ...+ a

(1)
1,nxn + ... = b

(1)
1 , (12.8)

Àíàëîãè÷íî, ïðèâåä¼ì òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (12.1) ê âèäó

x3 + a
(2)
2,4x4 + ...+ a

(2)
3,nxn + ... = b

(2)
3 , (12.9)

Èç óðàâíåíèÿ (12.8) èñêëþ÷èì a
(1)
1,3x3. Óìíîæèì óðàâíåíèå (12.9) íà a

(1)
1,3 è âû÷òåì èç óðàâíåíèÿ

(12.8), èìååì

x1 + a
(2)
1,4x4 + ...+ a

(2)
1,nxn + ... = b

(2)
1 ,

Ïîâòîðÿÿ äàííûé ïðîöåññ k1 ðàç, ïîëó÷èì

x1 + ...+ a
(k1)
1,k1+2xk1+2 + ...+ a

(k1)
1,n xn + ... = b

(k1)
1 . (12.10)

Ïðè ýòîì ñëåäèì çà ðàçíîñòüþ ∆k1
1 = |b(k1)1 − b

(k1−1)
1 |. Ïðè âûïîëíåíèè äëÿ íåêîòîðîãî k1 = N

íåðàâåíñòâà ∆k1
1 < ε äëÿ çàäàííîãî ε çà ïðåäïîëàãàåìîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃1 ìîæíî âçÿòü

x̃1 = b
(k1)
1 ,
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îòáðàñûâàÿ âñå ÷ëåíû ðÿäà â (12.10), ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå xk1+2, xk1+3,..., è òàê äàëåå â

ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ïðîñòîé ðåäóêöèè. Åñëè óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè k1 ðàçíîñòü

∆k1
1 íå óìåíüøàåòñÿ, òî ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåì, ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà íå

ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäïîëàãàåìîãî ðåøåíèÿ x2, ïîâòîðÿÿ óêàçàííûé ïðîöåññ äëÿ óðàâíåíèÿ

(12.7), ïîëó÷èì

x̃2 = b
(k2)
2 .

Àíàëîãè÷íî, ïîâòîðÿÿ äàííûé ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ x3, x4,...,xn, ïîëó÷èì ïåðâûå n

ïðåäïîëàãàåìûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (12.1)

x̃j = b
(kj)
j , kj = Nj, ..., j = 1, 2, ..., n. (12.11)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëà (12.11) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè

ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (12.1), ïîäñòàâëÿåì èõ â ëåâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (12.1) è âû÷èñëÿåì íåâÿçêè,

ò.å. ðàçíîñòü ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (12.1). Åñëè ýòè íåâÿçêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè

óâåëè÷åíèè n, òî ýòè ÷èñëà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ñèñòåìà íå ñîâìåñòíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äàëè êðàòêîå îïèñàíèå îáîáùåíèÿ ìåòîäà Ãàóññà-Éîðäàíà äëÿ ðåøå-

íèÿ íåîäíîðîäíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (12.1), ïðèìåíÿÿ ìåòîä ðåäóêöèè â óçêîì ñìûñëå (ìåòîä

ïðîñòîé ðåäóêöèè). Îäíàêî, åñëè ìû ýòèì àëãîðèòìîì ðåøèì ñèñòåìó (12.1) â îäíîðîäíîì ñëó-

÷àå (bj ≡ 0), òî ïîëó÷èì òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî âèäíî èç (12.11). Ýòî ðåçóëüòàò

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðåäóêöèè â óçêîì ñìûñëå. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ

ðåäóêöèè â øèðîêîì ñìûñëå, ò.å. â óñå÷åííîé ñèñòåìå îò (12.1) ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëü-

øå, ÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñå÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò âûðîæäåí-

íóþ ìàòðèöó. Ýòèì îòëè÷àåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, ðåøåíèå îäíîðîäíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû

îò íåîäíîðîäíîé. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â óñå÷åííîé ñèñòåìå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ

áîëüøå íà îäíî, ÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé. Ïîëàãàÿ x1 = 1 è ïåðåâåäÿ ÷ëåíû aj,1 â ïðàâóþ ÷àñòü â

ñèñòåìå (12.1), ïîëó÷èì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, êîòîðóþ ìîæíî óæå ðåøèòü ìåòîäîì ïðîñòîé

ðåäóêöèè ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ãàóññà-Éîðäàíà äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû, îïèñàííîãî âûøå.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ïðîåêòà ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ðàñøèðÿþò

êëàññ ðàíåå èçó÷åííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé è äèñêðåòíûõ

ñèñòåì. Èññëåäóåìûå â ðàìêàõ ïðîåêòà çàäà÷è è ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûìè.

Âûâîäû è ïîëîæåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû: ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ïîëóãðóïï ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,

âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýéëåðîâûõ âêëàäîâ (çàðÿäîâ), àëãåáðû, à òàêæå

ðàçðàáîòàííûå àâòîðàìè ïîäõîäû è ìåòîäû.

Ïðàâèëüíîñòü âûáîðà ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ â èññëåäîâàíèÿõ ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîëó÷åííûìè

íîâûìè ðåçóëüòàòàìè è óëó÷øåíèÿìè ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

- Äîêàçàíû òåîðåìû î êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé îäíî-

ðîäíûõ è êîìïîçèòíûõ òåë ñ òðåùèíàìè.

- Äîêàçàíû òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàñïîëîæåíèåì è

ôîðìîé æåñòêèõ âêëþ÷åíèé â íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõ ðàâíîâåñèå

êîìïîçèòíûõ òåë.

- Äîêàçàíû òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âíåøíèìè íàãðóç-

êàìè äëÿ íåëèíåéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé êîíòàêò êîìïîçèòíîãî òåëà.

- Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ äâóìåðíîãî òåëà ñ òðåùèíîé è

äâóìÿ æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè, ñîåäèíåííûìè øàðíèðíûì îáðàçîì.

- Îáîñíîâàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ óïðóãîé ïëàñòèíû ñ

ïëîñêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì. Ïîëó÷åíà åå ýêâèâàëåíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà.

- Äîêàçàíû òåîðåìû îáîáùåííîé è ðåãóëÿðíîé ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ óðàâíåíèÿ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé

êðàåâîé çàäà÷è ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

- Äîêàçàíû òåîðåìû ðåãóëÿðíîé ðàçðåøèìîñòè äâóõ ëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ñîáîëåâà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñìåøàííîãî òèïà. Äëÿ îáåèõ çàäà÷ ïîëó÷åíà îöåíêà ñõîäè-

ìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íûì ðåøåíèÿì.

- Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è ñ äàííûìè Äèðèõëå è äîïîëíèòåëüíûìè óñëî-

âèÿìè ñîïðÿæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà.
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- Ïîñòðîåíà àïïðîêñèìàöèÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (CTRW)

ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ â ñðåäíåì ïîëå ÷àñòèö äëÿ ñëó÷àÿ íåýêñïîíåíöèàëüíûõ âðåìåí

îæèäàíèÿ ìåæäó ñêà÷êàìè. Äîêàçàíà êîððåêòíîñòü ïîëó÷åííûõ íîâûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ñ ïåðåìåííûì äðîáíûì ïîðÿäêîì è ïðèâåäåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ôîðìóëà äëÿ èõ ðåøåíèé.

- Äîêàçàíî òî÷íîå îïèñàíèå ãðàíåé òðèàíãóëÿöèé íà òîðå è íà ëþáîé îðèåíòèðóåìîé

ïîâåðõíîñòè áîëüøåãî ðîäà. Äîêàçàíî òî÷íîå îïèñàíèå ãðàíåé â ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèÿõ ñ ìè-

íèìàëüíîé ñòåïåíüþ 2. Äàíû êîíñòðóêöèè, äîêàçûâàþùèå òî÷íîñòè îïèñàíèé. Íàéäåíû çíà÷å-

íèÿ îáõâàòà ðàçðåæåííîãî ïëîñêîãî ãðàôà ñ 3-âåðøèíàìè ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì 2-âåðøèí â

ãðàôàõ áåç äëèííûõ öåïåé èç 2-âåðøèí.

- Îáîáùåí êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ãàóññà-Éîðäàíà äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì íà áåñêî-

íå÷íûå íåîäíîðîäíûå è îäíîðîäíûå ñèñòåìû îáùåãî âèäà ñ áåñêîíå÷íûì îïðåäåëèòåëåì îò-

ëè÷íûì îò íóëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ðåäóêöèè â óçêîì ñìûñëå â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ

ñèñòåì äàåò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ïîýòîìó, ÷òîáû îáîáùèòü ìåòîä Ãàóññà-Éîðäàíà äëÿ

ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì, ìû èñïîëüçîâàëè ìåòîä ðåäóêöèè â øèðîêîì ñìûñëå.

Ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ äàííîãî ïðîåêòà ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàçâèòèÿ

äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé è âíåñóò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, â òåîðèè äðîáíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â ðàç-

ðàáîòêå òåîðèè áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèè ãðàôîâ.

Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ñòà-

òèñòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè òâåðäûõ òåë, âÿçêîóïðóãîñòè, ýëåê-

òðîäèíàìèêè, ôèçèêè ïîëóïðîâîäíèêîâ, ìåõàíèêè ïîëèìåðîâ è äðóãèõ ïðîöåññîâ ñîâðåìåííîé

ôèçèêè, à òàêæå â ðàçâèòèè òåîðèè äðîáíûõ èãð ñðåäíåãî ïîëÿ.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â îáëàñòè òåîðèè ãðàôîâ, áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ

íîâûõ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ ðàçðåæåííûõ ïëîñêèõ ãðàôîâ.

Ðåçóëüòàòû ÍÈÐ èñïîëüçóþòñÿ â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå: â ïîäãîòîâêå è çàùèòå âû-

ïóñêíûõ êâàëèôèêàöèîííûõ ðàáîò ñòóäåíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ, à òàêæå êàíäèäàòñêèõ äèññåðòà-

öèé àñïèðàíòîâ ïî íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè 1.1.2 - äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ ôèçèêà.

Ïî ðåçóëüòàòàì ÍÈÐ îïóáëèêîâàíû 18 íàó÷íûõ ñòàòåé, â ò.÷., â æóðíàëàõ ïåðâîãî è

âòîðîãî êâàðòèëåé - 9, èíäåêñèðîâàíû â Web of Science - 7, â SCOPUS - 16. Ñäåëàíû 12 íàó÷íûõ

äîêëàäîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ.
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