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ðàáîòó èñïîëíèòåëÿ ïðîåêòà Å.Ñ. Åôèìîâîé; â ðàìêàõ ïðîåêòà îïóáëèêîâàíû 12 íàó÷íûõ ñòàòåé

(â ò.÷. èíäåêñèðîâàíû â Web of Science - 1, â SCOPUS - 10, ÂÀÊ, ÐÈÍÖ - 1).
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîåêò íàïðàâëåí íà èññëåäîâàíèå íîâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè íåêëàññè÷å-

ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à òàêæå íà ïîñòðîåíèå îñíîâ

òåîðèè îáùèõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ áîëü-

øîé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó-

÷åíû äëÿ êëàññè÷åñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-

íûìè ïðîèçâîäíûìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðî-

èçâîäíûìè, íåðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ âÿçêî-óïðóãîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêè, ôèçèêè ïîëóïðîâîäíèêîâ, ìåõàíèêè

ïîëèìåðîâ è äðóãèõ ïðîöåññîâ ñîâðåìåííîé ôèçèêè. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà íàçû-

âàþò óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà. Îòìåòèì, ÷òî íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíà ðàçðåøèìîñòü ëî-

êàëüíûõ, íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ïåðåìåííîãî òèïà è

äðóãèõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ðåçóëüòàòû î ðåãóëÿðíîñòè è ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ðåøå-

íèé îò âõîäíûõ äàííûõ äëÿ íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ìàêêèíà-Âëàñîâà èìåþò êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ

ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè èãð ñðåäíåãî ïîëÿ ñ îáùèì ñëó÷àéíûì øóìîì. Øèðîêîå ïðàêòè÷åñêîå

ïðèëîæåíèå áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â åñòåñòâîçíàíèè è òåõ-

íèêå ñèëüíî îãðàíè÷èâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé ðàçðàáîòêîé òåîðèè ýòèõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, îñòà-

åòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ îá åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî òðóäíîé çàäà÷åé, ÷åì ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Öåëü ðàáîòû: ïîëó÷åíèå íîâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè; ðàçâèòèå ìåòî-

äîëîãèè èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íà îñíîâå ðàçâè-

òèÿ îáùåé òåîðèè áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íà äàííîì ýòàïå ïðîåêòà èññëåäîâàíû êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òàêèõ, êàê íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè, äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÷åòíîãî

è íå÷åòíîãî ïîðÿäêîâ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè, äëÿ ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ
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óðàâíåíèé è äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èññëåäîâàíà ðåãóëÿðíîñòü è ãëàäêàÿ

çàâèñèìîñòü îò âõîäíûõ äàííûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà, ïîðîæäåííûõ ïðîöåññàìè óñòîé÷èâîãî òèïà. Ïðåäëîæåíà

è ðàçâèòà òåîðèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ñ îáùèõ ïîçèöèé, êðàòêîå èçëîæåíèå êîòîðîé ïðèâåäå-

íî â ðàáîòå. Âìåñòå ñ òåì âîïðîñ îá åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì äî ñèõ ïîð

îñòàåòñÿ îòêðûòûì, â ïðîåêòå èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü îäíîðîäíûõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì.

Ïîëó÷åííûå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé ðàç-

âèòèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ â ýêîíîìèêå, ýêîëîãèè,

ñòðîèòåëüñòâå è äðóãèõ îáëàñòÿõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ðàöèîíàëüíîãî ïðèðîäî-

ïîëüçîâàíèÿ, ïðîãíîçèðîâàíèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì è äð.

Äîñòèæåíèå òðåáóåìîãî êà÷åñòâà ðàáîò îáåñïå÷èâàåòñÿ èìåþùèìñÿ íàó÷íûì çàäåëîì

êîëëåêòèâà ïî òåìå ïðîåêòà. Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé íîâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷,

ïîñòàâëåííûõ â ðàìêàõ ïðîåêòà, èñïîëüçîâàíû ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ðåçóëü-

òàòû ìèðîâîé íàóêè â äàííîé îáëàñòè, à òàêæå ïîäõîäû, ìåòîäû è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

ðàíåå êîëëåêòèâîì è îïóáëèêîâàííûå.
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1 Î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èíòåãðàëüíîãî âèäà

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Â äàííîì ðàçäåëå ñ ïîìîùüþ íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè

óñòàíîâëåíà îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûì

óñëîâèåì èíòåãðàëüíîãî âèäà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì

âðåìåíè. Ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà ÷åðåç ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè è

ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ïî

ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [1�4] èññëåäîâàëàñü îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëî-

êàëüíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì èíòåãðàëüíîãî âèäà äëÿ íåêëàññè÷å-

ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé γ èç êëàññà C2, Ωt = Ω × {t}

äëÿ 0 ≤ t ≤ T , Γ = γ × (0, T ).

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω× (0, T ) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu ≡ k(t)ut −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
+ a(x)u = f(x, t). (1.1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.1) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè â

Q è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

aij(x) = aji(x),
n∑

i,j=1

aijξiξj > ν|ξ|2, ∀(x, t) ∈ Q, ∀ξ ∈ Rn, ν > 0.

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò k(t) ìîæåò ìåíÿòü çíàê ïðè 0 6 t 6 T . Ââåäåì ìíîæåñòâà

S+
0 = Ω0 ïðè k(0) > 0 èëè ∅ ïðè k(0) 6 0,

S−
T = ΩT ïðè k(T ) < 0 èëè ∅ ïðè k(T ) > 0,

ãäå ∅ - ïóñòîå ìíîæåñòâî â Rn.

Ïóñòü N1(x, t), f(x, t) � çàäàííûå ôóíêöèè îïðåäåëåííûå ïðè x ∈ Ω, y ∈ Ω, t ∈ [0, T ].
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Êðàåâàÿ çàäà÷à I. Íàéòè ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (1.1) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u
∣∣∣S+

0
= 0, u

∣∣∣
S
−
T

= 0, (1.2)

u

∣∣∣∣(x,t)∈Γ =

∫
Ω

N1(x, y)u(y, t)dy

∣∣∣∣
(x,t)∈Γ

, (1.3)

Êðàåâàÿ çàäà÷à II. Íàéòè ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (1.1) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ (1.2)
∂u

∂ν

∣∣∣∣(x,t)∈Γ =

∫
Ω

N1(x, y)u(y, t)dy

∣∣∣∣
(x,t)∈Γ

, (1.4)

ãäå ∂u
∂ν

=
∑n

i,j=1 aijνjuxi
, ν = (ν1, ..., νn) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê γ â

òî÷êå x ∈ γ.

Â àíèçàòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå ÑîáîëåâàWm,s
2 (Q) ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó

(u, v)m,s =

∫
Q

∑
|α|≤m

DαuDαv +Ds
tuD

s
tv

 dQ,
∥u∥2m,s = (u, u)m,s, u, v ∈ Wm,s

2 (Q),

ïðè÷åì (u, u)0,0 = (u, u) =
∫
0

uvdQ, äëÿ ||u||2 = (u, u) äëÿ ôóíêöèé u, v ∈ L2(Q).

Äëÿ ôóíêöèè u(x)
◦

Wm
2 (Ω) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå-Ôðèäðèõñà

∫
Ω

u2dx 6 C2
Ω

∫
Q

n∑
i=1

u2xi
dx.

Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è I

Ââåäåì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (M1u)(x) = u(x)−
∫
Ω

N1(x, y)u(y)dy, u ∈ L2(Ω).

Äëÿ u(x) ∈ W 2
2 (Ω) îïðåäåëèì ôóíêöèþ

Φ1(x, u) =

∫
Ω

[u(y)AxN1(x, y)−N1(x, yAyu(y)] dy,

ãäå

Ax = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂

∂xi

)
+ a(x).
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Óñëîâèå (M). Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå m0 è m1 òàêèå, ÷òî

m0∥M1u∥20 6 ∥u∥20 6 m1∥M1u∥20 ∀u ∈ L2(Ω),

ãäå ∥u∥20 =
∫
Ω

u2dx.

Ëåììà 1.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (M) è òàê æå

N1(x, y) ∈ C2
(
Ω× Ω

)
, N1(x, t) = 0, x ∈ Ω, y ∈ γ. (1.5)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 2
2 (Ω) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∥Φ1(x, u)∥20 6 c0∥M1u∥20 + c1

n∑
i=1

∥ (M1u)xi
∥20,

íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå c0, c1 â êîòîðîì îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè N1(x, y), aij(x),

a(x) è ÷èñëàìè m0, m1.

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (M) äëÿ M1, (1.5) è óñëîâèÿ

a− 1

2
kt ≥ δ > 0, a+

1

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q), δ > c
1/2
0 ,

ν > c
1/2
1 cΩ (1.6)

È èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

k(0) > 0, k(T ) ≥ 0, f(x, 0) = 0,

èëè k(0) > 0, k(T ) < 0, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0,

èëè k(0) ≤ 0, k(T ) < 0, f(x, T ) = 0,

èëè k(0) ≤ 0, k(T ) ≥ 0.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à I èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q). È ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-

ùàÿ îöåíêà:

∥u∥2,1 ≤ C1∥f∥0,1. C1 > 0.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó Ĩ: íàéòè ôóíêöèþ v(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â
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Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

L̃v ≡ Lv + Φ1(x,M
−1
1 v) =M1f, (1.7)

óäîâëåòâîðÿþùóþ êðàåâûì óñëîâèÿì (1.2) è v|Γ = 0.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà â W 2,1
2 (Q). Âîñïîëüçóåìñÿ íåñòà-

öèîíàðíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà è ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé áåðåì

ôóíêöèè φk(x), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

−∆φ = λφ, x ∈ Ω, φ|γ = 0.

Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φk(x) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω), à

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 6 λ2 6 ... è λk → +∞.

Äëÿ ε > 0 ïîëîæèì L̃εv ≡ −εvtt + L̃v.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé k(0) > 0, k(T ) > 0, f(x, 0) = 0.

Ïóñòü (u, v)0 =
∫
Ω

u(x)v(x)dx - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

L2(Ω).

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå vN,ε(x, t) âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå

vN,ε(x, t) ≡ w(x, t) =
N∑
k=1

cN,ε
k (t)φk(x), N > 1, ε > 0,

â êîòîðîì cN,ε
k (t) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

(L̃εv
N,ε, φl) = (M1f, φl)0,

cN,ε
l |t=0 = 0, Dtc

N,ε
l |t=T = 0, l = 1, N.

Äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé vN,ε ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

||vN,ε||2,1 6 C2∥f∥0,1, C2 > 0,

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ v

âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è èç W 2,1
2 (Q).Ïîëîæèì u = M−1

1 v(x, t). Òîãäà u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q)
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è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî M1(Lu− f) = 0.

Äàííîå ðàâåíñòâî â ñèëó óñëîâèé (M) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (1.1) è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (1.2), (1.3).

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîëîæèì uN,ε(x, t) =M−1
1 vN,ε(x, t).

Òåîðåìà 1.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû 1.1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN,ε||1,0 6 C3∥f∥0,1(
√
ε+ λ

−1/2
N+1 ),

ãäå òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è I.

Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è II.

Ïóñòü N2(x, y) - ôóíêöèÿ äëÿ êîòîðîé ïðè x ∈ γ, y ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂N2(x, y)

∂ν
= N1(x, y), x ∈ γ, y ∈ Ω.

Äëÿ ôóíêöèè v ∈ W 2
2 (Ω) îïðåäåëèì ôóíêöèþ

Φ2(x, v) =

∫
Ω

[v(y)AxN2(x, y)−N2(x, yAyv(y)] dy.

Ñíîâà ââåäåì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(M2v)(x) = v(x)−
∫
Ω

N2(x, y)v(y)dy, v ∈ L2(Ω).

Ëåììà 1.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (M) ïðè M1 =M2, à òàêæå

N2(x, y) ∈ C3
(
Ω× Ω

)
.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 2
2 (Ω) óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (1.4), âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà

∥Φ2(x, v)∥20 6 c̃0∥M2v∥20 + c̃1

n∑
i=1

∥ (M2v)xi
∥20,

ãäå c̃0 > 0, c̃1 > 0.
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Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëåììû 1.2 è óñëîâèÿ

a− 1

2
kt ≥ δ > 0, a+

1

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q),

δ > c̃
1/2
0 + 1

2
c̃
1/2
1 , ν > 1

2
c̃
1/2
1 è èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

k(x, 0) > 0, k(x, T ) ≥ 0, f(x, 0) = 0,

èëè k(x, 0) > 0, k(x, T ) < 0, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0,

èëè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) < 0, f(x, T ) = 0,

èëè k(x, 0) ≤ 0, k(x, T ) ≥ 0.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à II èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q). ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u∥2,1 ≤ C4∥f∥0,1. C4 > 0.

Åñëè ââåñòè ôóíêöèþ v =M2u, òî ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è II ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ

âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è.

Êðàåâàÿ çàäà÷à ĨI. Íàéòè ðåøåíèå u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q) óðàâíåíèÿ

L̃v ≡ Lv + Φ2(x,M
−1
2 v) =M2f. (1.8)

óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì (1.2) è

∂v

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0. (1.9)

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (1.8), (1.2), (1.9) â ïðîñòðàíñòâå W 2,1
2 (Q)

ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1, åñëè â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé φk(x)

áðàòü ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

Axφk = λkφk, x ∈ Ω,
∂φk

∂ν

∣∣∣∣
γ

= 0,

êîòîðûå îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω). Äàëåå, ôóíêöèÿ u =M−1
2 v áóäåò èñêîìûì

ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è II.
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Ïîëîæèì uN,ε = M−1
2 vN,ε, ãäå vN,ε- ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.8), (1.2),

(1.9).

Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 1.3. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN,ε||1,0 6 C5∥f∥0,1(
√
ε+ λ

−1/2
N+1 ), C5 > 0.
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2 Ìåòîä Ôàýäî-Ãàëåðêèíà äëÿ íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ

ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ êðà-

åâîé çàäà÷è äëÿ íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ ìåíÿþùèìñÿ íà-

ïðàâëåíèåì âðåìåíè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôàýäî-Ãàëåðêèíà. Ïðè ýòîì ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü

êðàåâîé çàäà÷è óñòàíîâëåíà íà îñíîâå íîâûõ ãëîáàëüíûõ àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïðèáëèæåííûõ

ðåøåíèé ìåòîäà Ôàýäî-Ãàëåðêèíà [5, 6]. À òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ôàýäî-

Ãàëåðêèíà ÷åðåç ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ïóñòü Ω-îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S, Ωt = Ω × {t} äëÿ 0 ≤ t ≤ T ,

ST = S × (0, T ).

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω× (0, T ) ðàññìîòðèì íåêëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå íå÷åò-

íîãî ïîðÿäêà

Lu =
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−∆u+ c(x)u = f(x, t), (2.1)

ãäå s ≥ 1-öåëîå ÷èñëî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.1) äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå â Q. Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò k2s+1(x, t) ìîæåò ìåíÿòü çíàê âíóòðè îáëàñòè ïðîèç-

âîëüíûì îáðàçîì. Ââåäåì ìíîæåñòâà

S±
0 = {(x, 0) : (−1)sk2s+1(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω},

S±
T = {(x, T ) : (−1)sk2s+1(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|ST
= 0, (2.2)

Di
tu|t=0

t=T = 0; i = 0, s− 1; Ds
tu|S+

0
= 0; Ds

tu|S−
T
= 0. (2.3)

Â àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà Wm,s
2 (Q) ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u, v)m,s =

∫
Q

[
∑
|α|≤m

DαuDαv +Ds
tuD

s
tv]dQ, u, v ∈ Wm,s

2 (Q),
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ïðè÷åì (u, v)0,0 = (u, v) =
∫
Q

uvdQ äëÿ ôóíêöèé u, v èç L2(Q), ∥u∥2 = (u, u).

×åðåç CL îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé èç W 2,2s+1
2 (Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì

(2.2), (2.3).

Ëåììà 2.1 [5]. Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è âûïîëíåíî óñëîâèå

(−1)s[k2s − (
2s+ 1

2
)k2s+1t] ≥ δ > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ CL èìååò ìåñòî îöåíêà

∥u∥21,s ≤ C1(Lu, u), C1 > 0. (2.4)

Äëÿ ∀u ∈ CL èìååì

(Lu, u) =

∫
Q

{(−1)s[k2s −
2s+ 1

2
k2s+1t](D

s
tu)

2 +
n∑

i=1

u2xi
+ cu2}dQ

+
(−1)s

2

∫
S+
T

k2s+1(D
s
tu)

2dx+
(−1)s+1

2

∫
S−
0

k2s+1(D
s
tu)

2dx+ I, (2.5)

ãäå |I| ≤ M1

∫
Q

s−1∑
i=0

(Di
tu)

2dQ, M1 - ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò êîýôôèöèåíòîâ ki

óðàâíåíèÿ (2.1). Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ [7] ñïðàâåäëèâû îöåíêè

||Di
tv||2 ≤ ε

∫
Q

[
n∑

i=1

v2xi
+ (Ds

tv)
2]dQ+ Cε||v||2, v ∈ W 1,s

2 (Q),

1 ≤ i ≤ s− 1, ε > 0, Cε > 0 çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε è Q. Òîãäà äëÿ I ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|I| ≤ γ

∫
Q

[
n∑

i=1

u2xi
+ (Ds

tu)
2]dQ+ C̃γ||u||2, γ > 0, C̃γ > 0.

Ïîëàãàÿ â ñîîòíîøåíèè (2.5) γ = min{ δ
2
, 1
2
} è ñ÷èòàÿ, ÷òî c(x) − C̃γ ≥ c0 > 0, ïîëó÷èì îöåíêó

ëåììû 2.1.

Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 2.1 ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå êðà-

åâîé çàäà÷è (2.1)-(2.3) åäèíñòâåííî.
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Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.1,

(−1)s[k2s +
1

2
k2s+1t] ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q), f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0,

è

(−1)sk2s+1(x, 0) > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) < 0.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1)-(2.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) èç W 2,2s+1
2 (Q), è

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u∥2,2s+1 ≤ C2∥f∥0,1, C2 > 0.

Äëÿ ε > 0 ïîëîæèì

Lεu = Lu+ (−1)s+1εD2s+2
t u.

Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé áåðåì φk(x), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çà-

äà÷è

−∆φk = λkφk, x ∈ Ω,

φk|s = 0.

Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω), è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ..., λk → +∞ ïðè k → ∞.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN,ε(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (2.1)-(2.3) áóäåì èñêàòü â âèäå

uN,ε(x, t) ≡ v(x, t) =
N∑
k=1

cN,ε
k (t)φk(x),

â êîòîðîì cN,ε
k îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

(Lεu
N,ε, φl)0 = (f, φl)0, l = 1, N, (2.6)

Di
tc

N,ε
l |t=T

t=0= 0, i = 0, s, l = 1, N, (2.7)

ãäå (·, ·)0 - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω).

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (2.6), (2.7) ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è.
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Óìíîæèì (2.6) íà cN,ε
l è ïðîñóììèðóåì ïî l îò 1 äî N , çàòåì, èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå

ðàâåíñòâî ïî t, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

(f, v) = ε∥Ds+1
t v∥2 + (Lv, v).

Îòñþäà â ñèëó îöåíêè (2.4) ñëåäóåò àïðèîðíàÿ îöåíêà

ε∥Ds+1
t v∥2 + ∥v∥21,s ≤ C3∥f∥2, C3 > 0. (2.8)

Ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èç (2.6), (2.7) óñòàíîâèì, ÷òî

(−1)s(ft, D
2s+1
t v) = ε||D2s+2

t v||2 + (−1)s
∫
Q

[k2s +
1

2
k2s+1t](D

2s+1
t v)2dQ+

∫
Q

n∑
i=1

(Ds+1
t vxi

)2dQ

+

∫
Q

c(x)(Ds+1
t v)2dQ+

(−1)s+1

2

∫
Ω

k2s+1(D
2s+1
t v)2dx|t=T

t=0 + I1 + I2, (2.9)

ãäå

I1 = (−1)s
∫
Q

[k2stD
2s
t v +

2s−1∑
i=1

Dt(kiD
i
t)]D

2s+1
t vdQ,

I2 = (−1)s+1

∫
Ω

[
2s∑

i=s+1

kiD
i
tv]D

2s+1
t vdx|t=T

t=0 .

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 2.1 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ1 òàêîå, ÷òî

(−1)sk2s+1(x, 0) ≥ δ1, (−1)s+1k2s+1(x, T ) ≥ δ1, x ∈ Ω.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè |ab| ≤ γa2 + 1
4γ
b2, γ > 0, îöåíèì Ik:

|I1| ≤
δ

2
||D2s+1

t v||2 + C4δ
−1

2s∑
i=1

||Di
tv||2, C4 > 0,

|I2| ≤
δ1
4

∫
Ω0∪ΩT

(D2s+1
t v)2dx+ C5δ

−1
1

∫
Ω0∪ΩT

2s∑
i=s+1

(Di
tv)

2dx, C5 > 0.
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Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ [7] ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∫
Ωt

(Di
tu)

2dx ≤ γ

∫
Q

[(D2s+1
t u)2 +

n∑
i=1

u2xi
]dQ+ Cγ

∫
Q

u2dQ,

i = 1, 2s, 0 ≤ t ≤ T, (γ > 0), u ∈ W 1,2s+1
2 (Q), (2.10)

∫
Q

(Dj
tu)

2dQ ≤ γ

∫
Q

[(D2s+1
t u)2 +

n∑
i=1

u2xi
]dQ+ C̃γ

∫
Q

u2dQ,

j = 1, 2s, (γ > 0), u ∈ W 1,2s+1
2 (Q). (2.11)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ äëÿ äàëüíåéøåé îöåíêè |Ik| íåðàâåíñòâà (2.10) è (2.11), îöåíêó (2.8) è

íåðàâåíñòâî Êîøè, èç ñîîòíîøåíèÿ (2.9) ïîëó÷àåì îöåíêó

ε||D2s+2
t v||2 +

∫
Q

[(D2s+1
t v)2 +

n∑
i=1

(Ds+1
t vxi

)2]dQ ≤ C6||f ||20,1, C6 > 0. (2.12)

Ñíîâà èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èç (2.6), (2.7) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

−(f,∆v) = ε

∫
Q

n∑
i=1

(Ds+1
t vxi

)2dQ−
2s+1∑
i=1

∫
Q

kiD
i
tv∆vdQ+

∫
Q

(∆v)2dQ−
∫
Q

c(x)v∆vdQ. (2.13)

Òåïåðü â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.8), (2.11), (2.12) èç (2.13) ñëåäóåò àïðèîðíàÿ îöåíêà

ε

∫
Q

n∑
i=1

(Ds+1
t vxi

)2dQ+

∫
Q

(∆v)2dQ ≤ C7||f ||20,1, C7 > 0. (2.14)

Èç íåðàâåíñòâ (2.8), (2.12), (2.14) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé uN,ε ñïðà-

âåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

||uN,ε||2,2s+1 ≤ C8||f ||0,1, C8 > 0, (2.15)

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñòàíäàðòíûì îáðàçîì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||u− uN,ε||1,s ≤ C9||f ||0,1(ε1/2 + λ
−1/2
N+1 ), C9 > 0, (2.16)
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ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1)-(2.3).

Ïóñòü u(x, t) -òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1)-(2.3), ãàðàíòèðîâàííîå òåîðåìîé 1.

Ôóíêöèÿ u(x, t) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà Ôóðüå

u(x, t) =
∞∑
k=1

ck(t)φk(x), ck(t) = (u, φk)0.

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∞∑
k=1

λ2k

T∫
0

c2k(t)dt = ||∆u||2 ≤ C10||f ||20,1, C10 > 0. (2.17)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ôóíêöèè u(x, t) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(Lu, φl) = (f, φl), l = 1, 2... . (2.18)

Â ïðîñòðàíñòâå L2(Q) ââåäåì ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå

HN = {η(x, t) =
N∑
l=1

dl(t)φl(x), dl ∈ W 2s+1
2 (0, T ), d

(i)
l (0) = 0, d

(i)
l (T ) = 0 ïðè i = 0, s.}

Â ñèëó (2.6), (2.18) èìååì

(Lεu
N,ε, η) = (f, η), (Lu, η) = (f, η) ∀η ∈ HN .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

(L(u− uN,ε), η) = (−1)s+1ε(D2s+2
t uN,ε, η) ∀η ∈ HN .

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå η = w − uN,ε = (u− uN,ε) + (w − u), w ∈ HN , áóäåì èìåòü:

(L(u− uN,ε), u− uN,ε) = (−1)s+1ε(D2s+2
t uN,ε, w − uN,ε) + (f − LuN,ε, u− w). (2.19)

Â ñèëó (2.4) èç (2.19) áóäåì èìåòü

||u− uN,ε||21,s ≤ C11[ε||D2s+1
t uN,ε||||wt − uN,ε

t ||+ ||f − LuN,ε||||u− w||], C11 > 0. (2.20)
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Ïðè w =
N∑
k=1

ck(t)φk(x) ∈ HN ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||u− w||2 =
∞∑

k=N+1

T∫
0

c2k(t)dt ≤ λ−2
N+1

∞∑
k=N+1

λ2k

T∫
0

c2k(t)dt,

èç êîòîðîãî â ñèëó (2.17) ïîëó÷èì

||u− w|| ≤ C12λ
−1
N+1||f ||0,1. (2.21)

Äàëåå èç ñîîòíîøåíèÿ (2.20) ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (2.4), (2.15), (2.21) ïîëó÷àåì îöåíêó

ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ôàýäî-Ãàëåðêèíà (2.16).

Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà.
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3 Íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íà-

ïðàâëåíèåì âðåìåíè

Èññëåäîâàíèþ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ïîñâÿ-

ùåíû ìíîãèå ðàáîòû [5, 8�13]. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ

íàïðàâîåíèåì âðåìåíè áûëè èçó÷åíû â [8,9,12�14]. Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è èññëåäîâàëèñü

â [2, 15�18].

Â äàííîì ðàçäåëå ñ ïîìîùüþ íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà è ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè

äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûì

óñëîâèåì ïî âðåìåíè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàíåíèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ÷åðåç ïàðàìåòð ðåãó-

ëÿðèçàöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.

Ïóñòü Ω ∈ Rn - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé γ. Denote Q = Ω × (0, T ),

Γ = γ × (0, T ).

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

Lu ≡ k(t)ut −∆u+ c(x, t)u = f(x, t). (3.1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (3.1) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â Q. Let

k(0) > 0, k(T ) ≥ 0. Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò k(t) ìîæåò ìåíÿòü çíàê âíóòðè îáëàñòè ïðîèç-

âîëüíûì îáðàçîì 0 ≤ t ≤ T .

Êðàåâàÿ çàäà÷à I. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, (3.2)

u(x, 0) =

T∫
0

N(τ)u(x, τ)dτ, x ∈ Ω. (3.3)

Ïóñòü Wm,s
2 (Q) - àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà. Ââåäåì íîðìó â ïðîñòðàíñòâî

Ñîáîëåâà

||u||2m,s =

∫
Q

∑
|α|≤m

(Dαu)2 + (Ds
tu)

2

 dQ,
and (u, v) =

∫
Q

uvdQ, ||u||2 = (u, u) ∀u, v ∈ L2(Q).
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Ââåäåì ôóíêöèþ

v(x, t) = u(x, t)−
T∫

0

N(τ)u(x, τ)dτ, u ∈ L2(Q).

Äëÿ u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q) îáîçíà÷èì

Φ(x, t, v) = c(x, t)N1

T∫
0

N(τ)v(x, τ)dτ −N1

T∫
0

N(τ)∆v(x, τ)dτ,

ãäå

N1 =
1

1−N0

, N0 =

T∫
0

N(τ)dτ.

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

c+
1

2
kt ≥ δ > 0, c− 1

2
kt ≥ δ > 0, f ∈ W 0,1

2 (Q),

k(0) > 0, k(T ) ≥ 0, f(x, 0) = 0.

Òîãäà ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìàëîñòè íà ôóíêöèþ N(t) èëè ÷èñëî T êðàåâàÿ çàäà÷à

(3.1)-(3.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥u∥2,1 ≤ C1∥f∥0,1, C1 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ óðàâíåíèÿ

L̃v ≡ Lv + Φ(x, t, v) = f. (3.4)

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) â îáëàñòè Q òàêîå, ÷òî

v|Γ = 0, (3.5)

v(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (3.6)

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 èñïîëüçóåòñÿ íåñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà è ìåòîä

ðåãóëÿðèçàöèè.
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Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ áåðåì ôóíêöèè φk(x) êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé

çàäà÷è

−∆φk = λkφk,

φk|γ = 0.

Ïðè ýòîì ôóíêöèè φk(x) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω), à ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · and λk → +∞ for k → ∞.

Äëÿ ε > 0, ïîëîæèì L̃εv = −εvtt + L̃v.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

(u, v)0 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀u, v ∈ L2(Ω)

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω).

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ vN,ε(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (3.4)-(3.6) áóäåì èñêàòü â âèäå

vN,ε(x, t) ≡ w(x, t) =
N∑
k=1

cN,ε
k (t)φk(x), ε > 0,

â êîòîðîì cN,ε
k (t) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

(L̃εv
N,ε, φl) = (f, φl)0, (3.7)

cN,ε
l |t=0 = 0, Dtc

N,ε
l |t=T = 0, l = 1, N. (3.8)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k(0) > 0, k(T ) ≥ 0.

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (3.7), (3.8) ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

ïîãðåøíîñòè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà:

||u− uN,ε||1,0 6 C2∥f∥0,1(
√
ε+ λ

−1/2
N+1 ), (3.9)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C2 > 0 íå çàâèñèò îò f,N, ε.
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4 Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðèìåíåíèå íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê

ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñîêîãî

ïîðÿäêà.

Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S. Ïîëîæèì

Q = Ω× (0, T ), ST = S × (0, T ), T = const > 0; Ωt = Ω× t, 0 ≤ t ≤ T.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Lu ≡
2s∑
i=1

ki(t)D
i
tu+Mu = f(x, t), (4.1)

ãäå

Mu ≡ (−1)m+1
∑

|α|,|β|=m

Dα
x (aαβ(x)D

β
xu) + a0(x)u.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (4.1) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû â Q,

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

aαβ = aβα,
∑

|α|,|β|=m

aαβξ
αξβ ≥ ν|ξ|2m, ν > 0, x ∈ Ω, ∀ξ ∈ Rn.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé (−1)s−1k2s(0) > 0, (−1)s−1k2s(T ) > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n =

(n1, ..., nn) âíóòðåííþþ íîðìàëü ê S.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè Q ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1), òàêîå, ÷òî

∂iu

∂ni
|ST

= 0, i = 0,m− 1; (4.2)

Dj
tu|t=0,t=T = 0, j = 0, s− 1. (4.3)

Â ðàáîòå [19] ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè áûëà óñòàíîâëåíà îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðå-

øèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (4.1)�(4.3).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî ðåøå-

24



íèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (4.1)�(4.3), èñïîëüçóÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãàëåðêèíà. Â êà-

÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé âûáèðàþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñàìîñîïðÿæåííîé ñïåêòðàëüíîé

çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïîëó-

÷åíû ãëîáàëüíûå àïðèîðíûå îöåíêè. Áëàãîëàðÿ èì óñòàíîâëåíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ìåòîäà Ãàëåðêèíà ÷åðåç ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà M .

Ïóñòü Wm,s
2 (Q) åñòü àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé

∥u∥2m,s =

∫ T

0

[∥u∥2m + ∥Ds
tu∥20]dt,

ãäå ∥.∥m - íîðìà ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Wm
2 (Ω) [7]; ∥.∥0,0 = ∥.∥ - íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2(Q).

×åðåç CL îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç W 2m,2s
2 (Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì (4.2), (4.3).

Â ðàáîòå [19] áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.1 [19]. Ïóñòü êîýôôèöèåíò a0(x) < 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïî ìîäóëþ, è âûïîëíåíû

óñëîâèÿ

(−1)s−1k2s(0) > 0, (−1)s−1[2k2s−1 + (1− 2s)k2s,t] ≥ δ > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè φ(t), ψ(t) ∈ C∞[0, T ], òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé u(x, t) ∈ CL

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(Lu, φut + ψu) ≥ C1∥u∥2m,s, C1 = const > 0,

ãäå (.) - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Q).

Â ñèëó óñëîâèÿ (−1)s−1k2s(0) > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî t0 < T , òàêîå, ÷òî

(−1)s−1k2s(t) ≥ δ0 > 0, t ∈ [0, t0]. Ôóíêöèè φ(t), ψ(t) ∈ C∞[0, T ] âûáèðàþòñÿ òàêèå, ÷òî

φ(0) = 0; φ(t) = µ = const > 0, t ∈ [to, T ], φt ≥ 0; ψ = −2s+ 1

2
φt − 1.

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü êîýôôèöèåíò a0(x) < 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïî ìîäóëþ, è âûïîëíåíû

óñëîâèÿ

(−1)s−1[2k2s−1 + (1− 2s)k2s,t] ≥ δ > 0, (−1)s−1[2k2s−1 + k2s,t] ≥ δ > 0;
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(−1)s−1k2s(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ]; (−1)s−1k2s(0) > 0, (−1)s−1k2s(T ) > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, t) ∈ W 0,1
2 (Q) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è

(4.1)�(4.3) èç ïðîñòðàíñòâà W 2m,2s
2 (Q).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ðåãóëÿðèçîâàííûé îïåðàòîð

Lεu ≡ (−1)s−1εD2s
t u+ Lu, 0 < ε ≤ 1.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â êà÷åñòâå áàçèñà {φk(x)}∞k=1 âûáèðàåì ðåøåíèÿ

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

Mφ = λφ, x ∈ Ω;
∂iφ

∂ni
|S = 0, i = 0,m− 1.

Ôóíêöèè φk(x) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Q).

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî 0 > λ1 ≥ λ2 ≥ . . . è

λk → −∞ ïðè k → ∞.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.1)�(4.3) èùåì â âèäå

uN,ε(x, t) =
N∑
k=1

cN,ε
k (t)φk(x),

ãäå cN,ε
k (t) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

(Lεu
N,ε, φl)0 = (f, φl)0, l = 1, N, (4.4)

Di
tc

N,ε
l |t=0,t=T = 0, i = 0, s− 1. (4.5)

Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 4.11. Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

uN,ε(x, t) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u− uN,ε∥m,s ≤ C2∥f∥0,1(ε
1
2 + |λN+1|−

1
4 ),

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.1)�(4.3), à ïîñòîÿííàÿ C2 > 0 íå çàâèñèò îò

N, ε.
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5 Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì

âðåìåíè

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê îä-

íîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè,

ïîñòàíîâêà êîòîðîé â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è [5].

Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé γ. Ïîëîæèì

Q = Ω× (0, T ), Γ = γ × (0, T ), T = const > 0; Ωt = Ω× {t}, 0 ≤ t ≤ T.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Lu ≡
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−∆u+ c(x)u = f(x, t). (5.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (5.1) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû â Q.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ íà îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà:

S±
0 = {(x, 0) : x ∈ Ω, (−1)sk2s+1(x, 0)

>
<0},

S±
T = {(x, T ) : x ∈ Ω, (−1)sk2s+1(x, T )

>
<0}.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè Q ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1), òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0; (5.2)

Di
tu|t=0 = 0, i = 0, s− 1; Ds

tu|S+
0
= 0; Ds

tu|S−
T
= 0; Di

tu|t=T = 0, i = s+ 1, 2s (5.3)

Êîýôôèöèåíò k2s+1(x, t) ìîæåò ìåíÿòü ñâîé çíàê âíóòðè îáëàñòè Q ïðîèçâîëüíûì îá-

ðàçîì. Ïîýòîìó êëàññ óðàâíåíèé (5.1) ñîäåðæèò ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, óðàâíå-

íèÿ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè è äðóãèå. Â ðàáîòå [20] ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî

ìåòîäà è íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè èçó÷åíà

îáîáùåííàÿ è ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.3). Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâêà

êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.3) â ñëó÷àå k2s+1 = ±(−1)s áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [21].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ çàäà÷è (5.1)�(5.3) ïðèìåíÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêè-
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íà, äîêàçàíà åå îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü. Ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ýòîé çàäà÷è ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåí-

íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êîòîðîé

âûáèðàþòñÿ â êà÷åñòâå áàçèñà ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wm,s
2 (Q) àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé

∥u∥2m,s =

∫ T

0

[∥u∥2m + ∥Ds
tu∥20]dt,

ãäå ∥.∥m åñòü íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà Wm
2 (Ω) ; ∥.∥0,0 = ∥.∥ - íîðìà â L2(Q).

Ïóñòü CL åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé èçW
2,2s+1
2 (Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (5.2),(5.3).

Â ðàáîòå [20] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.1 [20]. Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1,t] ≥ δ > 0; (−1)sk2s+1(x, T ) > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x, t) ∈ CL èìååò ìåñòî îöåíêà

(Lu, u) ≥ C1∥u∥21,s, C1 = const > 0,

ãäå (., .) åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Q).

Ñëåäñòâèå 5.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 5.1. Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (5.1)�(5.3) ìîæåò

èìåòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà W 2,2s+1
2 (Q).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (êðîìå ëåììû 5.3)

(−1)sk2s+1(x, 0) > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ (5.3) ïðèíèìàþò âèä:

Di
tu|t=0 = 0, i = 0, s; Di

tu|t=T = 0, i = s+ 1, 2s.

Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó:

Zφ ≡ (−1)s+1D2s+2
t φ−∆φ = λφ, (5.4)
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φ|Γ = 0; Di
tφ|t=0 = 0, i = 0, s; Di

tφ|t=T = 0, i = s+ 1, 2s+ 1 (5.5)

Ïóñòü W̃ 2,2s+2
2 (Q) åñòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé èç C∞(Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ êðà-

åâûì óñëîâèÿì (5.5), ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâàW 2,2s+2
2 (Q). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ẇ 1,s+1

2 (Q) çàìûêàíèå

W̃ 2,2s+2
2 (Q) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà W 1,s+1

2 (Q). Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâî

(Zφ, ψ) = (φ,Zψ), ∀φ, ψ ∈ W̃ 2,2s+2
2 (Q),

è îöåíêà

(Zφ, φ) =

∫
Q

[(Ds+1
t φ)2 +

n∑
i=1

φ2
xi
]dQ ≥ C2∥φ∥21,s+1, C2 = const > 0.

Òîãäà ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (5.4), (5.5) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk òàêèå, ÷òî 0 <

λ1 ≤ λ2 ≤ . . . è λk → +∞ ïðè k → ∞, à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φk(x, t) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé

áàçèñ â Ẇ 1,s+1
2 (Q) è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Q). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x, t) ∈

W̃ 2,2s+2
2 (Q) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

u(x, t) =
∞∑
k=1

ckφk(x, t), ck = (u, φk), (5.6)

ïðè÷åì ðÿä (5.6) ñõîäèòñÿ â Ẇ 1,s+1
2 (Q).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó âòîðîãî îñíîâíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íåòðóä-

íî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

∥ u ∥2,2s+2≤ C3 ∥ Zu ∥, C3 > 0, ∀u ∈ W̃ 2,2s+2
2 (Q).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè φk(x, t) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

(5.4), (5.5) ïðèíàäëåæàò W̃ 2,2s+2
2 (Q).

Ëåììà 5.2 Äëÿ ∀u(x, t) ∈ W̃ 2,2s+2
2 (Q) ðÿä (5.6) ñõîäèòñÿ â W̃ 2,2s+2

2 (Q).

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.3) áóäåì èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

ãäå cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (5.7)
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Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (5.7) ñëåäóåò èç ëåììû 5.2 1.

Ëåììà 5.3 Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1,t] ≥ δ > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) > 0, f(x, t) ∈ L2(Q).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥uN∥1,s ≤ C4∥f∥, C4 = const > 0. (5.8)

Ëåììà 5.4 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3, à òàêæå

(−1)s[2k2s + k2s+1,t] ≥ δ > 0, (−1)sk2s+1(x, 0) > 0, f(x, t) ∈ W 0,1
2 (Q).

Êðîìå òîãî, f(x, 0) = 0 ïî÷òè âñþäó â Ω. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥uN∥2,2s+1 ≤ C5∥f∥0,1, C5 = const > 0.

Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 5.4. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.3) èç ïðîñòðàíñòâà W 2,2s+1
2 (Q). Ïðè ýòîì ïðèáëèæåííûå

ðåøåíèÿ uN(x, t) ñëàáî ñõîäÿòñÿ â W 2,2s+1
2 (Q) ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u(x, t).

Òåîðåìà 5.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 5.1 è s ≥ 1. Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííûõ

ðåøåíèé uN(x, t) ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥u− uN∥1,s ≤ C6∥f∥0,1λ−1/4
N+1 ,

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.3), à ïîñòîÿííàÿ C6 > 0 íå çàâèñèò îò N .

Çàìå÷àíèå 5.1 Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå s = 0 êðàåâàÿ çàäà÷à (1)-(3) ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé

êðàåâîé çàäà÷åé, è â ýòîì ñëó÷àå îíà èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå [22].
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6 Ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà â ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ âûñî-

êîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê ïåð-

âîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé γ. Ïîëîæèì

Q = Ω× (0, T ), Γ = γ × (0, T ), T = const > 0; Ωt = Ω× {t}, 0 ≤ t ≤ T.

Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Lu ≡
2s+1∑
i=1

ki(x, t)D
i
tu−∆u+ c(x)u = f(x, t). (6.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (6.1) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû â Q.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè Q ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1), òàêîå, ÷òî

u|Γ = 0, (6.2)

Di
tu|t=0,t=T = 0, i = 0, s− 1; Ds

tu|S+
0
= 0; Ds

tu|S−
T
= 0. (6.3)

Íà çíàê ôóíêöèè k2s+1(x, t) âíóòðè îáëàñòè Q íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Ïîýòîìó â êëàññ óðàâíåíèé (6.1) âõîäÿò ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ ñ ìå-

íÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè è äðóãèå. Â ðàáîòå [5] ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî ìåòîäà è

íåñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè èçó÷åíà ñëàáàÿ, îáîá-

ùåííàÿ è ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (6.1)-(6.3). Â ðàáîòå [23] äëÿ ýòîé çàäà÷è

ïðèìåíÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà â ñëó÷àå (−1)sk2s+1(x, 0) ≤ 0, (−1)sk2s+1(x, T ) ≥ 0,

óñòàíîâëåíà åå ðàçðåøèìîñòü â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà, à òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà ïî-

ãðåøíîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-

âèÿõ íà êîýôôèöèåíòû è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøè-

ìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (6.1)-(6.3) â ñëó÷àå (−1)sk2s+1(x, 0) > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) < 0. Ïðè ýòîì,

â îòëè÷èå îò ðàáîòû [5], äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïîëó÷åíû ãëîáàëüíûå àïðèîðíûå îöåíêè

ïî âñåé îáëàñòè Q. Íà îñíîâàíèè ýòèõ îöåíîê óñòàíîâëåíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðè-
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áëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîé

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êîòîðîé âû-

áèðàþòñÿ â êà÷åñòâå áàçèñà ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wm,s
2 (Q) àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé

∥u∥2m,s =

∫ T

0

[∥u∥2m + ∥Ds
tu∥20]dt,

ãäå ∥.∥m åñòü íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà Wm
2 (Ω) [10]; ∥.∥0,0 = ∥.∥ - íîðìà â L2(Q).

Ïóñòü CL åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç W 2m,2s+1
2 (Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (6.2),

(6.3). Â ðàáîòå [5] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 6.1 [5]. Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è âûïîëíåíî óñëîâèå:

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1,t] ≥ δ > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(x, t) ∈ CL ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(Lu, u) ≥ C1∥u∥2m,s, C1 = const > 0,

ãäå (., .) åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Q).

Èç ëåììû 6.1, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî îåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

(6.1)-(6.3) ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (−1)sk2s+1(x, 0) > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) < 0 (êðîìå ëåììû

6.2). Â ýòîì ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ (6.3) ïðèíèìàþò âèä:

Di
tu|t=0,t=T = 0, i = 0, s.

Ïóñòü ôóíêöèè φk(x, t) îðòîíîðìèðîâàíû â L2(Q) è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

(−1)s+1D2s+2
t φ−∆φ = λφ, (6.4)
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φ|Γ = 0; Di
tφ|t=0,t=T = 0, i = 0, s. (6.5)

Ôóíêöèè φk(x, t) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Q), à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk òàêîâû, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . è λk → +∞ ïðè k → ∞.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (6.1)-(6.3) áóäåì èñêàòü â âèäå

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk φk(x, t),

ãäå cNk îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(LuN , φl) = (f, φl), l = 1, N. (6.6)

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (6.6) ñëåäóåò èç ëåììû 6.1.

Ëåììà 6.2 Ïóñòü êîýôôèöèåíò c(x) > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(−1)s[2k2s − (2s+ 1)k2s+1,t] ≥ δ > 0, f(x, t) ∈ L2(Q).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥uN∥1,s ≤ C2∥f∥, C2 = const > 0.

Ëåììà 6.3 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 6.2, à òàêæå

(−1)s[2k2s + k2s+1,t] ≥ δ > 0, f(x, t) ∈ W 0,1
2 (Q),

(−1)sk2s+1(x, 0) > 0, (−1)sk2s+1(x, T ) < 0, x ∈ Ω.

Êðîìå òîãî, f(x, 0) = 0, f(x, T ) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x èç Ω.

Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

∥uN∥2,2s+1 ≤ C3∥f∥0,1, C3 = const > 0.

Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 6.3. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (6.1)-(6.3) èç ïðîñòðàíñòâà W 2,2s+1
2 (Q). Ïðè ýòîì ïðèáëèæåííûå

ðåøåíèÿ uN(x, t) ñëàáî ñõîäÿòñÿ â W 2,2s+1
2 (Q) ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u(x, t).
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Òåîðåìà 6.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1. Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

uN(x, t) ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥u− uN∥1,s ≤ C4∥f∥0,1λ−1/4
N+1 ,

ãäå u(x, t) - òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (6.1)-(6.3), à ïîñòîÿííàÿ C4 > 0 íå çàâèñèò îò N .

Çàìå÷àíèå 6.1 Îòìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (6.1)-(6.3) â ñëó÷àÿõ s = 0, s = 1 áûëà èññëå-

äîâàíà ñòàöèîíàðíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà â ðàáîòàõ [6, 22, 24], à íåñòàöèîíàðíûì ìåòîäîì

Ãàëåðêèíà ïðè s = 0 - â ðàáîòàõ [25,26].
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7 Ïðîòèâîïîëîæíûå ñïóòíûå ïîòîêè ñ îáùèìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ

Â ðàáîòå [27] ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â

÷àñòíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, çàäà÷è òèïà äèôðàêöèè, âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ôèëüòðàöèîííûõ è êàíàëîâûõ ïîòîêîâ æèäêîñòè, ôèëüòðàöèÿ â ñêâàæèíó, âîçâðàòíûå

òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå çà òî÷êîé åãî îòðûâà è äðóãèå. Ïðè ýòîì, ïîëó÷åííûå çàäà÷è ñî-

ïðÿæåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ ïðèìåðàìè èõ ðåàëèçàöèè, âêëþ÷àÿ è ðåçóëüòàòû â âèäå òåîðåì

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâà-

þòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûå ñïóòíûå ïîòîêè ñ îáùèìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ èç ïðåäëîæåííûõ

ìîäåëåé ñîïðÿæåíèÿ, êîíòàêòíûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé 2n-ãî

ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè â ñëó÷àå ïîëíîé ìàòðèöû óñëîâèé ñêëåèâàíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè,

ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ íå îáåñïå÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâàì Ã¼ëüäåðà. Ñ.À. Òåðñåíîâ [8] â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè òàêèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàí-

ñòâàõ Hp,p/2
x t ïðè p > 2. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (îðòîãîíàëüíîñòè), êîòîðûì äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü äàííûå çàäà÷è, áûëè âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå. Îòìåòèì, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

÷èñëî óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè êîíå÷íî. Â òî æå âðåìÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ÷èñëî óñëîâèé

îðòîãîíàëüíîñòè, èíòåãðàëüíîãî õàðàêòåðà, áåñêîíå÷íî [9].

Ñîïðÿæåíèå ïîòîêîâ

Ðàññìîòðèì â íåêîòîðîé îáëàñòè (x, y) ∈ Q ⊂ R2 óðàâíåíèå

a⃗∇u = div(λ∇u), a⃗ = a⃗(x, y, u), λ = λ(x, y, u) ≥ 0, (7.1)

îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå âåëè÷èíû u â ñðåäå, ïåðåíîñ âäîëü òðàåêòîðèé âåêòîðà a⃗ è

ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè λ. Íàïðèìåð, u � êîíöåíòðàöèÿ íåêîòîðîãî âåùåñòâà â ïîòîêå

æèäêîñòè, òåìïåðàòóðà èëè ïëîòíîñòü æèäêîñòè.

Óðàâíåíèå (7.1) îïèñûâàåò òàêæå òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, óðàâíåíèÿ

Ñòîêñà. Â ýòîì ñëó÷àå u� êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè u⃗ = (u, v) âäîëü îñíîâíîãî íàïðàâëåíèÿ
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ïîòîêà â íàïðàâëåíèè îñè 0x. Òîãäà óðàâíåíèå (7.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó

a⃗∇u =
∂

∂y
(λuy). (7.2)

Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (x, y) â (ξ, η) ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû âîêðóã íà÷àëà

êîîðäèíàò íà ïîëîæèòåëüíûé óãîë φ èìåþò âèä ξ⃗ = Ax⃗, ãäå A =

 cosφ − sinφ

sinφ cosφ

 .

Â ýòèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (7.1) ïðè λ = 1 ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó Aa⃗∇ξu = ∇2
ξu è òåì

ñàìûì (7.2) çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

Aa⃗∇ξu = uηη. (7.3)

Ïóñòü êðèâàÿ Γ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (0, 0) ðàçáèâàåò îáëàñòü Q íà îáëàñòè Q1 è

Q2 òàê, ÷òî Q = Q1 ∪Q2 ∪ Γ. Â îáëàñòè Q1 ïðåèìóùåñòâåííûì íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ

âåëè÷èíû u(x, y) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå îñè 0x, â îáëàñòèQ2 � îñè 0ξ. Ïðè ýòîì ïóñòü â îáëàñòÿõ

Q1 è Q2 äëÿ âåëè÷èí u = u1(x, y) è u = u2(ξ, η) ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (7.2) è

(7.3).

Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé uk è èõ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ëèíèè Γ èìåþò

âèä

u1(x⃗) = u2(Ax⃗), ∇xu
1(x⃗) · n⃗ = A∇ξ · u2(ξ) · n⃗|ξ⃗=Ax⃗, (7.4)

ãäå n⃗ � íîðìàëü ê Γ, âíóòðåííÿÿ â Q1.

Ïðîòèâîïîëîæíûå ñïóòíûå ïîòîêè

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (7.4) èìåþò âèä

u1(x⃗) = u2(Ax⃗), u1y(x⃗) = u2η(Ax⃗).

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñïóòíûõ ïîòîêîâ â ñëó÷àå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(â îñíîâíîì ìîäåëüíûõ) ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Ì.Ñ. Áîóåíäè, Ï. Ãðèâàðà, Ê.Ä.Ïàãàíè,

Ã. Òàëåíòè, Î. Àðåíû, Ñ.À. Òåðñåíîâà, À.Ì. Íàõóøåâà, È.Å. Åãîðîâà, À.À. Êåðåôîâà, Í.Â.

Êèñëîâà, Ñ.Ã. Ïÿòêîâà è äðóãèõ àâòîðîâ (áèáëèîãðàôèÿ èìååòñÿ â [8, 9, 27]). Í.Â. Êèñëîâ [28]

èññëåäîâàë ïîäîáíûå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ "ïðîåêöèîííîé òåîðåìû îáîáùàþùåé ðåçóëüòàò Ì.Ñ.

Áîóåíäè è Ï. Ãðèâàðà, à Ñ.Ã. Ïÿòêîâ [29] îïèðàëñÿ íà ðÿä ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñî-
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îòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ïåðåìåííîãî òèïà ïîñâÿùåíû

òàêæå [30], ãäå èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ áèáëèîãðàôèÿ.

Ïóñòü Q = Ω×(0, T ), ãäå Ω îáëàñòü â R, ëèáî Ω ≡ R, ïðè÷åì 0 ∈ Ω. Ñ÷èòàåì, ÷òî îáëàñòü

Q äåëèòñÿ Γ = (0, T ) íà äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè Q+ è Q−. Â îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ

óðàâíåíèå [31]

f(x)ut = uxx, (7.5)

ãäå

f(x) =

 a, x > 0 (a > 0),

−b, x < 0 (b > 0).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.5) â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé áóäåò åäèíñòâåííûì ïðè âûïîëíåíèè

íà÷àëüíûõ óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x) (x ∈ Ω+), u(x, T ) = uT (x) (x ∈ Ω−) (7.6)

è óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ äî 1-ãî ïîðÿäêà

u(−0, t) = u(+0, t), ux(−0, t) = ux(+0, t) (t ∈ (0, T )). (7.7)

Òåîðåìà 7.1 Ïóñòü u0, uT ∈ Hp(Ω±), p = 2l + γ, l ≥ 1 � öåëîå ÷èñëî, 0 < γ < 2θ ≡ 2
π
arctg

√
a
b

(1− 2θ ≤ γ < 1), åñëè b ≥ a. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè 2l óñëîâèé

Ls(u0, uT ) = 0, s = 1, . . . , [p],

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.5) èç ïðîñòðàíñòâà Ã¼ëüäåðà Hp,
x

p/2
t (Q±)

(H
2l+1−2θ−2ε,
x

l+ 1
2
−θ−ε

t , ε � ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðè÷åì ε = 0 ïðè

γ > 1− 2θ), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7.6), (7.7).

Â îáëàñòè Q ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

f(x)ut = Lu, (7.8)

ãäå L � ñòðîãî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð 2n-ãî ïîðÿäêà ïî x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êëàññà Ã¼ëü-

äåðà â Q̄.
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Ïóñòü â óðàâíåíèè (7.8) ôóíêöèÿ f(x) = sgnx. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.8) â êëàññå îãðà-

íè÷åííûõ ôóíêöèé áóäåò åäèíñòâåííûì ïðè âûïîëíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé (7.6) è óñëîâèé

íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ äî 2n− 1-ãî ïîðÿäêà

∂ku

∂xk

∣∣∣∣
x=−0

=
∂ku

∂xk

∣∣∣∣
x=+0

, 0 < t < T (k = 0, 1, . . . , 2n− 1). (7.9)

Ìåòîäîì ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïëîòíîñòÿìè α⃗, β⃗,

ïîñòðîåííûõ ïðè ïîìîùè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ è ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé Ë. Êàòòàáðè-

ãà [32], êðàåâàÿ çàäà÷à (7.8), (7.6), (7.9) ïðèâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé íîðìàëüíîãî òèïà:

K1α⃗ ≡ Aα⃗(t) +
1

π

T∫
0

B(T − t, T − τ)α⃗(τ)

τ − t
dτ = Q⃗1(t), (7.10)

K2β⃗ ≡ Aβ⃗(t)− 1

π

T∫
0

B(t, τ)β⃗(τ)

τ − t
dτ = Q⃗2(t), (7.11)

ãäå A è B � ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà, âûïèñûâàåìûå â ÿâíîì âèäå. Îòìåòèì, ÷òî äàííîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ðåøåíèÿ åäèíñòâåííî. Ïîëó÷åííûå ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

K1α ≡ K0
1α + k1α = Q⃗1, K2β ≡ K0

2β + k2β = Q⃗2

ðåøàþòñÿ â êëàññå ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà êîíöàõ îòðåçêà (0, T ) (â êëàññå h(0, T ) [33]) ñ

èíäåêñîì æ = −1 [34, 35]. Ðåãóëÿðèçóÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ôðåäãîëüìà

α⃗+K∗
1k1α = Q⃗∗

1, β⃗ +K∗
2k2β = Q⃗∗

2. (7.12)

Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà (7.12) ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îñíîâíîé çà-

äà÷è (7.8), (7.6), (7.9) è îäíîçíà÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ èõ ÷åðåç ïîòåíöèàëû.

Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.11) èùåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà Ã¼ëüäåðà Hp,p/2n(Q±) (â îáîçíà-

÷åíèÿõ [36]), òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (7.8), (7.6), (7.9) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

Ls(u0, uT ) = 0, s = 1, . . . , 2

(
[p]− [p]

2n
+ 1

)
, (7.13)

ãäå Ls � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû îò ôóíêöèé u0, uT .
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Òåîðåìà 7.2 Ïóñòü u0, uT ∈ Hp(Ω±). Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (7.13) ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.8) èç ïðîñòðàíñòâà Ã¼ëüäåðà Hp,p/2n(Q±), óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèÿì (7.6), (7.9).

Îáùèå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

Â îáëàñòèQ ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (7.8) ïðè n = 3. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå óñëîâèÿ

ñîïðÿæåíèÿ, íàéäåíû çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëåé ãåëüäåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ îò âåñîâûõ ôóíêöèé

ñîïðÿæåíèÿ [37,38].

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.8) èùåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà ÃåëüäåðàHp,p/6
x t (Q+), p = 6l+γ,

0 < γ < 1, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (7.6) è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

u⃗ (−0, t) = A u⃗ (+0, t), (7.14)

ãäå u⃗ k = (uk, ukx, u
k
xx, u

k
xxx, u

k
xxxx, u

k
xxxxx), A � íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ

ïîñòîÿííûìè äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè aij, ïðè÷åì âûïîëíåíû

∣∣∣∣∣∣ a45 a46

a55 a56

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a14 a15 a16

a34 a35 a36

a44 a45 a46

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a24 a25 a26

a34 a35 a36

a44 a45 a46

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0. (7.15)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû aij ìàòðèöû A óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (7.8), (7.6), (7.14).

Òåîðåìà 7.3 Ïóñòü ýëåìåíòû íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (7.15).

Ïóñòü φ1(x), φ2(x) ∈ Hp(Ω±) (p = 6l + γ). Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè 12l − 4 óñëîâèé (7.13) ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.8), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (7.6), (7.9) èç

ïðîñòðàíñòâà H
p,
x

p/6
t (Q±).
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8 Ãëàäêèå ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðå-

ìåíè

Äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ

äàííûõ íå îáåñïå÷èâàþò ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ ã¼ëüäåðîâñêèì ïðîñòðàíñòâàì. Ïðèìåíåíèå

òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé äàåò âîçìîæíîñòü íàðÿäó ñ ãëàäêîñòüþ äàííûõ çàäà÷è, óêàçàòü

äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ

ïðîñòðàíñòâàì Ã¼ëüäåðà. Ïðèìåíåíèå åäèíîãî ïîäõîäà ïðè îáùèõ óñëîâèÿõ ñêëåèâàíèÿ äëÿ

òàêèõ óðàâíåíèé äàåò ïîêàçàòü, ÷òî íåöåëûé ïîêàçàòåëü ãåëüäåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò

ñóùåñòâåííî âëèÿòü êàê íà êîëè÷åñòâî óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè, òàê è íà ãëàäêîñòü èñêîìîãî

ðåøåíèÿ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ñ.À. Òåðñåíîâ â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàç-

ðåøèìîñòè òàêèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâàõ Hp,p/2
x t

ïðè p > 2 [31]. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (îðòîãîíàëüíîñòè), êîòîðûì äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü äàííûå çàäà÷è, áûëè âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå. Îòìåòèì, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

÷èñëî óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè êîíå÷íî. Â òî æå âðåìÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ÷èñëî óñëîâèé

îðòîãîíàëüíîñòè, èíòåãðàëüíîãî õàðàêòåðà, áåñêîíå÷íî [9].

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû êîððåêòíîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé ÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè ïðè n = 2, 3 â ñëó÷àå

ïîëíîé ìàòðèöû óñëîâèé ñêëåèâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ çàâèñÿò êàê îò

íåöåëîãî ïîêàçàòåëÿ ïðîñòðàíñòâà Ã¼ëüäåðà, òàê è îò êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû óñëîâèé ñêëåè-

âàíèÿ ïðè âûïîëíåíèè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà âõîäíûå äàííûå çàäà÷è.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â îáëàñòè Q+ = R+ × (0, T ) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

u1t = Lu1, −u2t = Lu2
(
L ≡ (−1)n+1 ∂2n

∂x2n

)
. (8.1)

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.1) èùåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà Ãåëüäåðà H
p,p/2n
x t (Q+), p =

2nl + γ, 0 < γ < 1, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u1(x, 0) = φ1(x), u2(x, T ) = φ2(x), x > 0, (8.2)
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è óñëîâèÿì ñêëåèâàíèÿ

u⃗ 1(0, t) = A u⃗ 2(0, t), (8.3)

ãäå u⃗ k = (uk, ukx, . . . , u
k
x . . . x︸ ︷︷ ︸

2n−1

), A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè äåéñòâèòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî φ1(x), φ2(x) ∈ Hp(R),

ω1(x, t) =
1

π

∫
R

U(x, t; ξ, 0)φ1(ξ) dξ, ω2(x, t) =
1

π

∫
R

U(ξ, T ;x, t)φ2(ξ) dξ

è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (8.1):

u1(x, t) =

t∫
0

−→
U1(x, t; 0, τ)α⃗(τ) dτ + ω1(x, t), u2(x, t) =

T∫
t

−→
U2(0, τ ;x, t)β⃗(τ) dτ + ω2(x, t),

ãäå
−→
U1,

−→
U2 � âåêòîð-ñòðîêè

−→
U1 = (U, V1, . . . , Vn−1),

−→
U2 = (U,W1, . . . ,Wn−1), U � ôóíäàìåíòàëüíîå

ðåøåíèå, Vp,Wp � ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ Ë. Êàòòàáðèãà ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (8.1) è α⃗(t), β⃗(t) �

âåêòîð-ñòîëáöû íåèçâåñòíûõ ïëîòíîñòåé ñ êîìïîíåíòàìè αp(t), βp(t), p = 0, 1, . . . , n−1. Ôóíêöèè

ω1(x, t), ω2(x, t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (8.1) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (8.2) â R.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû

A =



a11 a12 . . . a1,2n−1 a1,2n

0 a22 . . . a2,2n−1 a2,2n

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a2n−1,2n−1 a2n−1,2n

0 0 . . . 0 a2n,2n


. (8.4)

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ðàáîòû [39].

Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (8.1) ïðè n = 2. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷-

íîñòè ìàòðèöû A íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ðàáîò [40, 41]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû aij

ìàòðèöû A óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (8.1)�(8.3).

Òåîðåìà 8.1 Ïóñòü ýëåìåíòû íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A âèäà (8.4) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
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âèÿì aij = 0, i < j ≤ 5, a33 −
√
2a22 ̸= 0, êðîìå ýòîãî, φ1(x), φ2(x) ∈ Hp(R+) (p = 4l+ γ). Òîãäà

ïðè âûïîëíåíèè 4l óñëîâèé

Ls(φ1, φ2) = 0, s = 1, . . . , 4l (8.5)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (8.2), (8.3) èç

ïðîñòðàíñòâà

1) H
p,
x

p/4
t (Q+), åñëè 0 < γ < 1− 4θ;

2) H
q,
x
q/4
t (Q+), q = 4l + 1− 4θ, åñëè 1− 4θ < γ < 1;

3) H
q−ε,
x

(q−ε)/4
t (Q+), åñëè γ = 1− 4θ, ãäå ε � ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòî-

ÿííàÿ, θ = 1
π
arctg |a

b
| ∈ (0, 1

4
), a = a33, b = a33 −

√
2a22.

Òåîðåìà 8.2 Ïóñòü ýëåìåíòû íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A âèäà (8.4) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì a24 ̸= 0, a34 ̸= 0 è ∣∣∣∣∣∣ a13 a14

a33 a34

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0,

∣∣∣∣∣∣ a23 a24

a33 a34

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0. (8.6)

Ïóñòü φ1(x), φ2(x) ∈ Hp(R+) (p = 4l + γ). Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè 6l + 2 óñëîâèé âèäà (8.5)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (8.2), (8.3) èç

ïðîñòðàíñòâà H
p,
x

p/4
t (Q+).

Çàìå÷àíèÿ

1. 8.1 è 8.2 ñïðàâåäëèâû, åñëè â íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå ñêëåèâàíèÿ (8.4) õîòÿ áû îäèí

èç òðåõ ýëåìåíòîâ a13, a14, a24 áóäåò îòëè÷íî îò íóëÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (8.6). Åñëè â

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå ñêëåèâàíèÿ (8.4) âûïîëíåíû óñëîâèÿ a13 = a14 = a24 = 0, òî ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé (8.6) ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè.

2. Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ñïðàâåäëèâû ïðè n = 3 â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè øåñòîãî ïîðÿäêà
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9 Íåëîêàëüíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå çàäà÷è ìíîãîìåðíûõ äèôôóçèîííûõ

ïðîöåññîâ

Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ èí-

òåãðàëüíûì óñëîâèåì íà áîêîâîé ãðàíèöå àêòèâíî èçó÷àþòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ, íî ïðè ýòîì

â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü ñëó÷àé êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì. ðàáî-

òû [42], [15]). Îòìåòèì òàêæå èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ è ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì íà áîêîâîé ãðàíèöå [43], [44].

Â äàííîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûìè

óñëîâèÿìè íà áîêîâîé ãðàíèöå. Äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé (äëÿ ïðîñòîòû, áåñêîíå÷-

íî-äèôôåðåíöèðóåìîé) ãðàíèöåé Γ, Q åñòü öèëèíäð Ω×(0, T ) (0 < T < +∞), S = Γ×(0, T ) åñòü

åãî áîêîâàÿ ãðàíèöà, f(x, t) � çàäàííàÿ â öèëèíäðå Q ôóíêöèÿ, u0(x) � çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå

Ω ôóíêöèÿ, N(t) � çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå [0, T ] ôóíêöèÿ, K1(x, y, t), K2(x, y, t) � ôóíêöèè,

çàäàííûå ïðè x ∈ Ω, y ∈ Ω, t ∈ [0, T ].

Êðàåâàÿ çàäà÷à I: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t) ÿâëÿþùóþñÿ â öèëèíäðå Q ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ

Lu ≡ ∂

∂t
(Au)−∆u = f(x, t), Au =

∫ t

0

N(t− τ)u(x, τ) dτ, (9.1)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (9.2)

u(x, t)|(x,t)∈S =

∫
Ω

K1(x, y, t)u(y, t)dy|(x,t)∈S, (9.3)

Êðàåâàÿ çàäà÷à II: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â öèëèíäðå Q ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ (9.1) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9.2) è óñëîâèå

∂u(x, t)

∂ν(x)

∣∣∣∣
(x,t)∈S

=

∫
Ω

K2(x, y, t)u(y, t)dy

∣∣∣∣
(x,t)∈S

, (9.4)

ãäå ν(x) = (ν1, . . . , νn) åñòü âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê Γ â òåêóùåé òî÷êå.
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Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è I

Èç óðàâíåíèÿ (9.1) ïîëó÷èì

N(0)u(x, t) +

t∫
0

N ′(t− τ)u(x, τ) dτ −∆u = f(x, t).

Îòñþäà ïðè t = 0, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (9.2), èìååì íåëîêàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ

u0(x):

−∆u0(x) +N(0)u0(x) = f(x, 0),

u0(x)|x∈Γ =

∫
Ω

K1(x, y, 0)u0(y) dy|x∈Γ.
(9.5)

Îïðåäåëèì îïåðàòîð M1 ïî ôîðìóëå

(M1u)(x, t) = u(x, t)−
∫
Ω

K1(x, y, t)u(y, t)dy.

Óñëîâèå íà îïåðàòîðM1: îïåðàòîðM1 îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî îáðàòèì êàê îïåðàòîð èç L2(Ω)

â L2(Ω) ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå m1, m2 òàêèå, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

m1

∫
Ω

u2(x, t) dx ≤
∫
Ω

[M1u(x, t)]
2 dx ≤ m2

∫
Ω

u2(x, t) dx (9.6)

ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] è u(x, t) ∈ L2(Q).

Ïóñòü V = W 2,0
2 (Q). Ïîëîæèì LM1u(x, t)−M1Lu(x, t) = Φ(x, t, u), w =M1u. Èìååì

Φ(x, t, u) =

∫
Ω

∆xK1(x, y, t)u(y, t) dy −
∫
Ω

K1(x, y, t)∆yu(y, t) dy. (9.7)

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è I çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé

u(x, t) èç ïðîñòðàíñòâà V , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9.2), èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå:
t∫

0

∫
Ω

u2 dx dτ ≤ c0

n∑
i=1

t∫
0

∫
Ω

u2xi
dx, (9.8)

ãäå c0 çàâèñèò îò îáëàñòè Ω.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

P0 = max
t∈[0,T ]

∫
Ω

∫
Ω

(∆xK1)
2(x, y, τ) dxdy,

P1 = max
t∈[0,T ]

∫
Ω

∫
Ω

K2
1(x, y, τ) dxdy,

c1 = max
t∈[0,T ]

|N ′(t)|.

(9.9)

Òåîðåìà 9.1 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9.6), à òàêæå óñëîâèÿ

K1(x, y, t) ∈ C1(Ω× Ω× [0, T ]), N(t) ∈ C1[0, T ],

ñóùåñòâóåò δ0 ∈ (0; 1/2) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû

1 + 2N(0)(1− c0) > 2c0c1T + 4c0δ
2
0 +

c0P0

δ20m1
,

1 > 4δ20 +
P1

δ20m1
, f(x, t) ∈ L2(Q).

(9.10)

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à I èìååò ðåøåíèå u(x, t), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó V , è ýòî ðåøåíèå

åäèíñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèþ

w(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â öèëèíäðå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Lw = g(x, t) + Φ1(x, t, w), (9.11)

è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

w(x, t)|S = 0, w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω, (9.12)

ãäå

u(x, 0)−
∫
Ω

K1(x, y, 0)u(y, 0) dy = u0(x)−
∫
Ω

K1(x, y, 0)u0(y) dy ≡ w0(x),

Φ1(x, t, w) = Φ(x, t,M−1
1 w).

Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (9.11), (9.12) â êëàññå W = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V, w(x, t) =

M1v(x, t) ∈ V } äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g(x, t) èç ïðîñòðàíñòâà L2(Q) äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðî-

äîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [45].
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Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è II

Ïóñòü K3(x, y, t) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå Ω×Ω è òàêàÿ, ÷òî ïðè (x, y, t) ∈

Σ ≡ (Γ× Γ× (0, T )) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

∂K3(x, y, t)

∂ν(x)
= K2(x, y, t), (9.13)

ãäå ïåðåìåííûå y, t ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè. C ïîìîùüþ ôóíêöèèK3(x, y, t) îïðåäåëèì îïåðàòîð

M1 è ôóíêöèþ Φ̃(x, t, u) ïî ôîðìóëàì

(M1u)(x, t) = u(x, t)−
∫
Ω

K3(x, y, t)u(y, t) dy,

Φ̃(x, t, u) = LM1u(x, t)−M1Lu(x, t).

Çíà÷åíèå îïåðàòîðà M1 íà ôóíêöèþ u(x, t) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç w̃ =M1u(x, t) è îïðåäåëèì

íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ w̃(x, 0) = w1(x):

w1(x) = u0(x)−
∫
Ω

K3(x, y, 0)u0(y) dy.

ÎïåðàòîðM1 îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî îáðàòèì êàê îïåðàòîð èç L2(Ω) â L2(Ω) ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]

è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå m3, m4 òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

m3

∫
Ω

u2(x, t) dx ≤
∫
Ω

[M1u(x, t)]
2 dx ≤ m4

∫
Ω

u2(x, t) dx (9.14)

ïðè ëþáûõ t ∈ [0, T ] è u(x, t) ∈ L2(Q).

Êàê è âûøå, âåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Q0 = max
t∈[0,T ]

∫
Ω

∫
Ω

(∆xK3)
2(x, y, τ) dxdy,

Q1 = max
t∈[0,T ]

∫
Ω

∫
Ω

K2
3(x, y, τ) dxdy.

(9.15)
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Òåîðåìà 9.2 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9.14), à òàêæå óñëîâèÿ

K3(x, y, t) ∈ C2(Ω× Ω× [0, T ]), N(t) ∈ C2[0, T ],

ñóùåñòâóåò δ0 ∈ (0; 1/2) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû

1 + 2N(0)(1− c0) > 2c0c1T + 4c0δ
2
0 +

c0Q0

δ20m1
,

1 > 4δ20 +
Q1

δ20m1
, f(x, t) ∈ L2(Q).

(9.16)

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à II èìååò ðåøåíèå u(x, t), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó V , è ýòî ðåøå-

íèå åäèíñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 9.1 Â 9.1, 9.2 óñëîâèÿ ìàëîñòè íà ôóíêöèè K1(x, y, t), K3(x, y, t) ìîæíî çàìå-

íèòü íà óñëîâèå ìàëîñòè íà c0 è óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü íà ãðàíèöå:

Ki(x, y, t) = Kyi(x, y, t) = 0 (i = 1, 3) ïðè y ∈ Γ.
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10 Ðåãóëÿðíîñòü è ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà, ïîðîæäåííûõ ïðîöåñ-

ñàìè óñòîé÷èâîãî òèïà

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà, ïîðîæäåííûõ ïðîöåññàìè óñòîé÷èâîãî òèïà. Èñ-

ïîëüçóÿ ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ìû ïåðåíîñèì ýòè óðàâíåíèÿ â íåñòîõàñòè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà, ïîðîæäåííûõ

ïðîöåññàìè óñòîé÷èâîãî òèïà â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðîâ. Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè àíàëèçå èãð ñðåäíåãî ïîëÿ ñ îá-

ùèì øóìîì.

Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà, ïîðîæäåííîå

ïðîöåññàìè óñòîé÷èâîãî òèïà èìååò âèä

d(f, µt) = (L(µt)f +
1

2
(σcomσ

T
com∇,∇)f, µt) dt+ (σcom∇f, µt) dWt. (10.1)

Ýòî óðàâíåíèå íàïèñàíî â ñëàáîé ôîðìå, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

äëÿ âñåõ f ∈ C2(Rd). Çäåñü x ∈ Rd, Wt is d′-ìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, σcom �

ïîñòîÿííàÿ d× d′-ìàòðèöà,

L(µt)f(x) = (b(x, µt),∇)f(x)− a(x)|∆|α/2f(x), (10.2)

ãåíåðàòîð ïðîöåññîâ óñòîé÷èâîãî òèïà â Rd ñ èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè α ∈ (1, 2), µt ∈ M
(
Rd
)

(ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîëîæèòåëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà Rd), êîýôôèöèåíò ñíîñà b(x, µ)

è êîýôôèöèåíò ìàñøòàáà a(x) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.

Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî Y ◦ dX = Y dX + 1
2
dY dX, óðàâíåíèå (10.1) çàïèñûâàåòñÿ

â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì

d(f, µt) = (L(µt)f, µt) dt+ (σcom∇f, µt) ◦ dWt. (10.3)
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Íàïîìíèì, ÷òî äðîáíûé Ëàïëàñèàí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

|∆|α/2f(x) = Cα

∫
Rd

(
f(x+ y)− f(x)− (∇f(x), y)

1 + |y|2

)
dy

|y|d+α
, (10.4)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Cα.

Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà

(10.1) è îáîçíà÷åíèÿ σcom âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì èç àíàëèçà èãð ñðåäíåãî ïîëÿ ñ

îáùèì øóìîì, â êîòîðûõ ïîëîæåíèÿ àãåíòîâ N çàäàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

dX i
t = b(X i

t , µ
N
t , u

i
t) dt+ σcomdWt + a1/α(X i

t)dY
i
t , (10.5)

ãäå âñå X i
t ïðèíàäëåæàò Rd, Wt � ìíîãîìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Wt � îáùèé

øóì, è Y i
t � íåçàâèñèìûå ñèììåòðè÷íûå ïðîöåññû Ëåâè ñ èíäåêñîì α. Ïàðàìåòðû uit ∈ U ⊂ Rm

� óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé âûèãðûø. Ïðÿìîé

êîìïîíåíò ñèñòåìû ñâÿçàííûõ ïðÿìûõ-îáðàòíûõ óðàâíåíèé, âûðàæàþùåé óñëîâèå ñîãëàñîâàí-

íîñòè â èãðàõ ñðåäíåãî ïîëÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà, à îáðàòíûé

êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà.

Ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, â êîòîðîé èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà, ïîðîæäåííûõ äèô-

ôóçèîííûìè ïðîöåññàìè (ñì., íàïðèìåð, [46�57] è ññûëêè â íèõ). Êîððåêòíîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà áûëà èçó÷åíà

â [56] â êëàññå L2-ôóíêöèé, è äëÿ ìåð â [52], õîòÿ ïðè äîïóùåíèè äîïîëíèòåëüíîé ìîíîòîí-

íîñòè. Íàøà ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé, â êîòîðîé àíàëèçèðóþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ

óñòîé÷èâîãî òèïà.

Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìàêêèíà-Âëàñîâà,

ïîðîæäåííûõ äèôóçèîííûìè è íåëèíåéíûìè ïðîöåññàìè óñòîé÷èâîãî òèïà, â êîòîðûõ èçó÷à-

þòñÿ òî÷íûå îöåíêè ðîñòà ðåøåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî íà÷àëüíûì äàííûì ïðè äîñòàòî÷íî

îáùèõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû, èçó÷àëñÿ â [55, 58, 59]. Òî÷íûå îöåíêè ñòàíîâÿòñÿ âàæíû-

ìè ïðè èçó÷åíèè áîëåå îáùèõ óðàâíåíèé òàêîãî òèïà, èìåþùèõ ñëó÷àéíûå êîýôôèöèåíòû,

ïîñêîëüêó øóì îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì.

Îñíîâíûì ïîäõîäîì â íàøåé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêèõ õà-
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ðàêòåðèñòèê (ñì. [55,60,61]), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðåâðàòèòü ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ìàêêèíà-

Âëàñîâà â íåñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ

êîððåêòíîñòü óðàâíåíèÿ (10.3). Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ãëàäêîé ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì äàííûì.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòå:

Cn(Rd) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ è îãðàíè÷åííûõ

ôóíêöèé f íà Rd òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ ïðîèçâîäíàÿ âïëîòü äî ïîðÿäêà n îãðàíè÷åíà, ñíàáæåí-

íîå íîðìîé ∥f∥Cn , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ñóìì àáñîëþòíûõ âåëè÷èí âñåõ

ïðîèçâîäíûõ âïëîòü äî ïîðÿäêà n.

C∞(Rd) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : Rd → R ñ

limx→∞ f(x) = 0, ñíàáæåííîå sup-íîðìîé.

Cn
∞(Rd) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Cn(Rd) ôóíêöèé f ñî âñåìè ïðîèç-

âîäíûìè âïëîòü äî ïîðÿäêà n ïðèíàäëåæàùèõ C∞(Rd).

Åñëè M � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B, òîãäà C([0, T ],M) � ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé t → µt ∈ M ñ ðàññòîÿíèåì ∥η − ξ∥C([0,T ],M) =

supt∈[0,T ] ∥ηt − ξt∥B. Ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà C([0, T ],M) çàïèñûâàåòñÿ êàê {µ.} = {µt, t ∈ [0, T ]}.

M(Rd) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìåð ñî çíàêîì íà Rd.

M+(Rd) è P(Rd) � ïîäìíîæåñòâà M(Rd) ïîëîæèòåëüíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ íîðìèðî-

âàííûõ (âåðîÿòíîñòíûõ) ìåð, ñîîòâåòñòâåííî.

ÏóñòüM<λ(R
d) (ñîîòâ.M≤λ(R

d) èëèMλ(R
d)) èM+

<λ(R
d) (ñîîòâ.M+

≤λ(R
d) èëèMλ(R

d))

îáîçíà÷àþò ÷àñòè ýòèõ ìíîæåñòâ ñîäåðæàùèõ ìåðû íîðì ìåíüøå ÷åì λ (ñîîò. íå ïðåâûøàþùèå

λ èëè ðàâíûå λ).

Ïóñòü Ck×k(R2d) � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C(R2d) ñîäåðæàùåå ôóíêöèè f òàêèå,

÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂α+βf/∂xα∂yβ ñ ìóëüòèèíäåêñîì α, β, |α| ≤ k, |β| ≤ k, îïðåäåëåíû è

ïðèíàäëåæàò C(R2d). Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü íîðì ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîé

íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ôóíêöèè F íà M+(Rd) èëè M(Rd) âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ F (µ) ïî íàïðàâëåíèþ δx:

δF (µ)

δµ(x)
=

d

dh
|h=0F (µ+ hδx).
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Ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ δlF (µ)/δµ(x1)...δµ(xl) îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóêöèè.

Ïóñòü Ck(M≤λ(R
d)) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèîíàëîâ òàêèõ, ÷òî k-ãî ïîðÿäêà âàðèàöèîí-

íûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëåíû è ïðåäñòàâëÿþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âñåõ ïåðåìåííûõ ñ ìåðà-

ìè, ðàññìîòðåííûå â èõ ñëàáîé òîïîëîãèè.

Ïóñòü Ck,l(M≤λ(R
d)) � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Ck(Mλ(R

d)), ñîäåðæàùåå ôóíê-

öèîíàëû F òàêèå, ÷òî δmF (µ)/δµ(.)...δµ(.) ∈ C l(Rd) äëÿ âñåõ m ≤ k.

Ïóñòü C2,k×k(M≤λ(R
d)) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèîíàëîâ òàêèõ, ÷òî èõ âàðèàöèîííûå ïðî-

èçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû êàê ôóíêöèè âñåõ ïåðåìåííûõ è ïðèíàäëåæàò ïðî-

ñòðàíñòâó Ck×k(R2d) êàê ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ; íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå

ñëåäóþùàÿ

∥F∥C2,k×k(M≤λ(Rd)) = sup
µ∈Mλ(Rd)

∥∥∥∥ δ2F

δµ(.)δµ(.)

∥∥∥∥
Ck×k(R2d)

.

(f, µ) =
∫
f(x)µ(dx) � îáû÷íîå ñïàðèâàíèå ôóíêöèé è ìåð â Rd.

Ñòîõàñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ êîììóòèðóþùèõ ãðóïï

Ïóñòü Lt(µ) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ íà ïëîòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå

D ïðîñòðàíñòâà B è çàâèñÿùåå îò µ ∈ B∗ êàê îò ïàðàìåòðà. Ïóñòü Ω = (Ω1, · · · ,Ωk) � âåêòîð

êîììóòèðóþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ D → B, êîòîðûå ïîðîæäàþò êîììóòèðóþùèå ñòðîãî

íåïðåðûâíûå ãðóïïû Tj = exp{tΩj} â B, à òàêæå ñëàáî íåïðåðûâíûå ãðóïïû T ∗
j = exp{tΩ∗

j} â

B∗. Ïóñòü Wt = (W 1
t , · · · ,W k

t ) � k-ìåðíîå ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Íàñ èíòåðåñóåò

ñëàáîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ñòðàòîíîâè÷à â B∗:

d(f, µt) = (Lt(µt)f, µt)dt+ (Ωf, µt) ◦ dWt

= (Lt(µt)f, µt)dt+
∑
j

(Ωjf, µt) ◦ dW j
t . (10.6)

Ëåììà 10.1 Ïðè çàìåíå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè µt íà

ζt = exp{−Ω∗Wt}µt = exp{−
∑
j

Ω∗
jW

j
t }µt,

óðàâíåíèå (10.6) ïåðåõîäèò â íåñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñî ñëó÷àé-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

d

dt
(f, ζt) = (L̃t(ζt)f, ζt) = (Ldress

t (exp{Ω∗Wt}ζt)f, ζt), (10.7)
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ñ

Ldress
t (µ)f = exp{ΩWt}Lt(µ) exp{−ΩWt}f,

L̃t(ζt) = Ldress
t (exp{Ω∗Wt}ζt). (10.8)

Ïîñêîëüêó íàñ áîëüøå âñåãî èíòåðåñóåò ÷óâñòâèòåëüíîñòü, ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé àáñòðàêòíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 10.1.

Ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà B = C∞(Rd) è B∗ = M(Rd), ãäå ïðîèçâîäíûå ìîæíî

çàïèñàòü â òåðìèíàõ âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ëåììà 10.2 Ïóñòü óðàâíåíèå (10.7) êîððåêòíî è åãî ðåøåíèÿ ζt ãëàäêî çàâèñÿò îò íà÷àëüíî-

ãî óñëîâèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå δζt/δζ0(x) and δ
2ζ/δζ0(x)δζ0(y) ñóùå-

ñòâóþò êàê ìåðû ñî çíàêîì è ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïî íîðìå è ñëàáûìè íåïðåðûâíûìè

ôóíêöèÿìè îò x è y. Òîãäà ðåøåíèÿ µt = exp{Ω∗Wt}ζt óðàâíåíèÿ (10.3) òàêæå ãëàäêî çàâè-

ñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ µ0 = ζ0 è âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè

ôîðìóëàìè (
f,

δµt

δµ0(x)

)
=

δ

δµ0(x)
(f, µt) =

δ

δζ0(x)
(exp{ΩWt}f, ζt), (10.9)

(
f,

δ2µt

δµ0(x)δµ0(y)

)
=

δ2

δζ0(x)δζ0(y)
(exp{ΩWt}f, ζt). (10.10)

Ðåçóëüòàò î êîððåêòíîñòè

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êîððåêòíîñòü óðàâíåíèÿ (10.1) èëè (10.3).

Óðàâíåíèå (10.3) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (10.6) ñ

Ωv(x) = (σcom,∇)v(x) = {Ωjv(x)} = {
∑
k

σjk
com∇kv(x)}.

Îïåðàòîð Ω èìååò ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Ω′v(x) = −Ωv(x) = (−σcom,∇)v(x),

è ïîðîæäàåò d′ ïîëóãðóïï

Tj(t)v(x) = v(x+ σj.
comt) = v(x1 + σj1

comt, ..., xd + σjd
comt),
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ðåøàþùèõ çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèé

∂v

∂t
(t, x) =

∑
k

σjk
com

∂v

∂xk
(t, x).

Ýòè ïîëóãðóïïû êîììóòèðóþò è îïðåäåëÿþò äåéñòâèå T (t1, · · · , td′) èç Rd′ íà (Rd) ñëå-

äóþùåé ôîðìóëîé

T (t1, · · · , td′) : v(x) 7→ v(x+
∑
j

σj.
comtj).

Ñîãëàñíî ëåììå 10.1, óðàâíåíèå (10.3) ïåðåïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ìåð ζt = T ∗(−Wt)µt

êàê óðàâíåíèå (10.7)

d

dt
(f, ζt) = (L̃t(ζt)f, ζt) = (Ldress

t (ζt(x− σcomWt))f, ζt), (10.11)

ñ

Ldress
t (µ)f(x) = exp{ΩWt}L(µ) exp{−ΩWt}f(x)

= (b(x+ σcomWt, µ),∇)f(x)− a(x+ σcomWt)|∆|α/2f(x) (10.12)

è

L̃t(ζt)f(x) = Ldress
t (ζt(x− σcomWt))f(x)

= (b̃(Wt, x, ζt),∇)f(x)− ã(Wt, x)|∆|α/2f(x), (10.13)

ãäå

b̃(Wt, x, ζt) = b(x+ σcomWt, ζt(x− σcomWt)),

ã(Wt, x) = a(x+ σcomWt).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ôóíêöèè b(x, µ),

çàâèñÿùåé îò x è µ ∈ M(Rd). Äëÿ âñåõ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé çàâèñèìîñòü b îò µ âûðàæàåòñÿ â

òåðìèíàõ íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ò.å. ñëåäóþùåãî òèïà

b(x, µ) = g(x, I1, ..., Iρ), (10.14)

Im =

∫
Rdlm

Bm(x, y1, ..., ylm)µ(dy1) · · ·µ(dylm),

ñ ôóíêöèÿìè Bm, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ïî y , äëÿ êîòîðûõ âñå âàðèàöèîííûå
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ïðîèçâîäíûå ïðèíàäëåæàò îäèíàêîâîìó êëàññó:

δb(x, µ)

δµ(z)
=
∑
m

∂g

∂Im
(x, I1, ..., Iρ)lm

∫
Rd(lm−1)

Bm(x, z, y2, ..., ylm)

×µ(dy2) · · ·µ(dylm), (10.15)

ñëåäîâàòåëüíî, âñå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ îáû÷íîé ãëàäêîñòè

ôóíêöèé Bm.

Ââåäåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(C1) Ôóíêöèÿ a(x) ∈ C2
∞
(
Rd
)
è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

M−1 ≤ a(x) ≤M

äëÿ âñåõ x ∈ Rd è ïîñòîÿííîé M > 1;

(C2) Ôóíêöèÿ b(x, µ) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà Rd × M(Rd), b(., µ) ∈ C2(Rd), è b

ÿâëÿåòñÿ Ëèïøèö-íåïðåðûâíîé êàê ôóíêöèÿ îò x, ðàâíîìåðíî ïî äðóãèì ïåðåìåííûì;

(C3) Ïåðâàÿ è âòîðàÿ âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå b(x, µ) ïî µ êîððåêòíî îïðåäåëåíû,

îãðàíè÷åíû è

b(x, .) ∈ (C2,1×1 ∩ C1,2)(M≤λ(R
d))

äëÿ âñåõ λ > 0.

Çàìå÷àíèå 10.1 Åñëè ôóíêöèÿ b ïðåäñòàâëåíà êàê (14) òîãäà ãëàäêîñòü âàðèàöèîííûõ ïðî-

èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà b(x, µ) ìîæåò áûòü âûðàæåíà â òåðìèíàõ ãëàäêîñòè êîíå÷íîìåð-

íûõ ôóíêöèé Bm and g.

Êîððåêòíîñòü ýòîãî íåëèíåéíîãî íåñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè (10.7) èëè (10.11), ñëåäóåò èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î êîððåêòíîñòè íåëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé óñòîé÷èâîãî òèïà èç [58, 59, 62, 63] (ñì., íàïðèìåð,Òåîðåìó 7.9 èç [58] è Óòâåðæäåíèå

2.5 èç [59]). Èç ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ óðàâíåíèþ (10.3), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò î êîððåêòíîñòè äëÿ (10.3).

Òåîðåìà 10.1 Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ (C1)-(C3) è ëþáîãî çàäàííîãî T > 0 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-

ùåå.

(i) Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (10.3) êîððåêòíî îïðåäåëåíà ïî÷òè íàâåðíÿêà, ò.å., äëÿ
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ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Y ∈ M+(Rd) îíî èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ðåøåíèå µt(Y ) òàêîå, ÷òî ζt = exp{−Ω∗Wt}µt ðåøàåò (10.7) è (10.11).

(ii) Äëÿ âñåõ t > 0, ∥ζt∥ ≤ ∥Y ∥ è ζt èìåþò ïëîòíîñòè ïî ìåðå Ëåáåãà. Ñ íåêîòî-

ðûìè çëîóïîòðåáëåíèÿìè â îáîçíà÷åíèÿõ ìû ñíîâà îáîçíà÷èì ýòè ïëîòíîñòè ÷åðåç ζt. Îíè

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ â ìÿãêîé ôîðìå

ζt(x) =

∫
Gt(x, y)Y (dy)

−
∫ t

0

ds

∫
∂

∂y

(
G(t−s)(x, y), b̃(Ws, y, ζs)ζs(y)

)
dy. (10.16)

Ñëåäîâàòåëüíî, ∥µt∥ ≤ ∥Y ∥ è µt òàêæå èìåþò ïëîòíîñòè, vt è µt(dy) = vt(y)dy → Y ñëàáî,

ïðè t → 0. Åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå Y èìååò ïëîòíîñòü v0, òîãäà vt → v0 â L1(Rd). Çäåñò

Gt(x, y) ôóíêöèÿ Ãðèíà, ñîïðÿæåííàÿ ê ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà a(x)|∆|α/2.

(iii) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé µ1
t è µ

2
t óðàâíåíèÿ (10.3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Y 1, Y 2

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥µ1
t − µ2

t∥L1(Rd) ≤ ∥Y 1 − Y 2∥M(Rd)C(T, ∥Y 1∥), (10.17)

ñ C, çàâèñÿùèì îò îöåíîê ïðîèçâîäíûõ â óñëîâèÿõ (C1)-(C3).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (10.3) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè, íî îöåíêè ðî-

ñòà (10.17) ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè èç-çà ðàâíîìåðíûõ îöåíîê äëÿ êîýôôèöèåíòîâ b̃

è ã. Ïî ôàêòó, ïîñòîÿííûå C(T, ∥Y 1∥) â ïðàâîé ÷àñòè (10.17) ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì

âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèè Ìèòòàã-Ëåôôëåðà.

Ãëàäêàÿ çàâèñèìîñòü îò âõîäíûõ äàííûõ: ïåðâûé ïîðÿäîê

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷àåì ÷óâñòâèòåëüíîñòü íåëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà (10.3), òî åñòü, ïðîèçâîäíûå

ξt(x; .) = ξt(x; .)[µ0] =
δµt

δµ0(x)
=

d

dh
|h=0µt[µ0 + hδx], (10.18)

è

ηt(x, z; .) = ηt(x, z; .)[µ0] = δ2µt/δµ0(x)δµ0(z).

Ïî ëåììå 10.2 ýòè ïðîèçâîäíûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå íåñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ (10.7) èëè (10.11). Äëÿ íåñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òàêîãî òèïà ÷óâñòâèòåëüíîñòü áûëà
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ïîëó÷åíà â íàøåé ïðåäûäóùåé ðàáîòå (ñì. Òåîðåìó 3.2 èç [59]), êîòîðàÿ ïîäðàçóìåâàåò òî÷å÷-

íóþ (ïî÷òè äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé Wt) ÷óâñòâèòåëüíîñòü (10.3). Îäíàêî äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíî

èìåòü îöåíêè ðîñòà ïðîèçâîäíûõ ξ, η â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå ëè-

áî äåòåðìèíèðîâàíû, èëè õîòÿ áû èìåëè îãðàíè÷åííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Äëÿ ñëó÷àÿ

ïîñòîÿííûõ êîððåëÿöèé σcom ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàí-

íûìè. Ñ ýòîé öåëüþ ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü îñíîâíûå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà ÷óâñòâèòåëüíîñòè

(10.7) è (10.11) è òî÷íî óâèäåòü, êàê îöåíêè çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì,

êîòîðûé ñëåäóåò îòìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, ïîñêîëüêó b̃ è ã ïîëó÷åíû ñìåùåíèåì b è a, óñëî-

âèÿ (C1)-(C3) íà b è a ýêâèâàëåíòíû òåì æå ïðåäïîëîæåíèÿì, ÷òî è íà b̃ è ã ñ îäèíàêîâûìè

îöåíêàìè ïî íîðìàì âî âñåõ çàäåéñòâîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 10.2 Ïðè óñëîâèÿõ (C1)�(C3) îòîáðàæåíèå Y = µ0 7→ µt èç Òåîðåìû 10.1 ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Y òàê ÷òî ïðîèçâîäíàÿ (10.18) êîððåêòíî îïðåäåëåíà êàê

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ òàêàÿ, ÷òî

sup
x

sup
µ0∈M+

≤λ(R
d)

∥ξt(x; .)[µ0]∥ ≤ C(T, λ, ∥Y ∥) (10.19)

äëÿ t ∈ [0, T ] ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé Wt. Áîëåå òîãî, âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå ξt(x; .)

äâàæäû ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x, êàê ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé,

ò.å.

∂ξt(x; .)/∂x ∈ (C1
∞(Rd))∗, ∂2ξt(x; .)/∂x

2 ∈ (C2
∞(Rd))∗,

è

∥∂ξt(x; .)/∂x∥(C1
∞(Rd))∗ ≤ C(T, λ, ∥Y ∥),

∥∂2ξt(x; .)/∂x2∥(C2
∞(Rd))∗ ≤ C(T, λ, ∥Y ∥), (10.20)

òàêæå ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé Wt.

Ãëàäêàÿ çàâèñèìîñòü îò âõîäíûõ äàííûõ: âòîðîé ïîðÿäîê

Àíàëîãè÷íî Òåîðåìå 10.2 òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà (10.3).

Ìû ïîëó÷àåì äëÿ η̃t = δ2ζt/δY (x)δY (z) óðàâíåíèå â ñëàáîé ôîðìå äèôôåðåíöèðîâàíèåì
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óðàâíåíèÿ (??)

d

dt
(f, η̃t(x, z; .)) =

(
(b̃(Wt, . , ζt),∇)f − ã(Wt, .)|∆|α/2f, η̃t(x, z; .)

)

+(f, qt) +

∫ ∫ (
δb̃(Wt, y, ζt)

δζt(w)
η̃t(x, z; dw),∇f(y)

)
ζt(y) dy, (10.21)

ñ (f, qt) ñëåäóþùåãî âèäà

∫ ∫ (
δb̃(Wt, y, ζt)

δζt(w)
,∇f(y)

)
[ξ̃t(x; dy)ξ̃t(z; dw) + ξ̃t(x; dw)ξ̃t(z; dy)]

+

∫ ∫ ∫ (
δ2b̃(Wt, y, ζt)

δζt(w)δζt(u)
,∇f(y)

)
ξ̃t(x; dw)ξ̃t(z; du)ζt(y) dy, (10.22)

êîòîðûé äîëæåí áûòü âûïîëíåí ñ èñ÷åçàþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

Ýòî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ (??), íî ñ äîïîëíèòåëüíûì íåîäíîðîäíûì ÷ëåíîì

(f, qt).

Ñòðóêòóðà (10.22) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ äàííîãî àíàëèçà íóæíû ýêçîòè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà C2,k×k(M+
≤λ(R

d)), îïðåäåëåííûå âî ââåäåíèè.

Òåîðåìà 10.3 (i) Ïðè óñëîâèÿõ (C1)�(C3) îòîáðàæåíèå Y = µ0 7→ µt èç Òåîðåìû 10.1 ÿâëÿ-

åòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Y , òàê, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ηt(x, z; .) êîððåêòíî

îïðåäåëåíà êàê íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ òàê, ÷òî

sup
x

sup
z

sup
µ0∈M+

≤λ(R
d)

∥ηt(x, z; .)[µ0]∥ ≤ C(T, λ, ∥Y ∥) (10.23)

äëÿ t ∈ [0, T ] ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé Wt.

Áîëåå òîãî, ïðîèçâîäíûå ηt(x, z; .) ïî x è z êîððåêòíî îïðåäåëåíû êàê ýëåìåíòû (C2(Rd))∗

è

∥ ∂
γ

∂xγ
∂β

∂zβ
ηt(x, z; .)∥(C2(Rd))∗ ≤ C(T, λ, ∥Y ∥) (10.24)

äëÿ γ, β = 0, 1.
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11 Î êâàçèîäíîðîäíûõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé

Êàê îòìå÷åíî â ðàáîòàõ [64,65] èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ íàñ÷èòûâàåò áîëåå 200 ëåò. Åùå

Ôóðüå (1807) ïîëó÷èë ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîé ïîëîñû ñ ïðèìåíåíèåì

áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì, ïðàâäà, îí ïðèøåë ê ïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòó íåñêîëüêî ñêîëüçêèì ïó-

òåì. Çíà÷èòåëüíî ïîçæå àñòðîíîì Ã. Õèëë (1877) óäà÷íî ïðèìåíèë áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ïðè

èíòåãðèðîâàíèè îäíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó-

÷àþùåãîñÿ ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ ëóíû. Òàêæå ïðàêòè÷åñêîå ðåøåíèå ÎÄÓ ïðèíóäèëî

À. Ïóàíêàðå îáðàòèòüñÿ ê áåñêîíå÷íûì ñèñòåìàì. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèâåëî

À. Ôðåäãîëüìà è Ä. Ãèëüáåðòà ê ìûñëè èññëåäîâàòü áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû.

Â ðàçâèòèå ïðèëîæåíèé ìåòîäà Ôóðüå Ë.Â Êàíòîðîâè÷ ïðåäëîæèë ìåòîä ðåøåíèÿ îñíî-

âûâàþùèéñÿ íà ñâåäåíèè ãðàíè÷íîé çàäà÷è ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è áûëà

èçëîæåíà [66]îðèãèíàëüíàÿ òåîðèÿ, òàê íàçûâàåìûõ ðåãóëÿðíûõ (âïîëíå ðåãóëÿðíûõ, êâàçè-

ðåãóëÿðíûõ), áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ýòà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé

òåîðèåé áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì, óñïåøíî ïðèìåíÿåìîé äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ñòàòèñòè÷å-

ñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Âòîðîé íàèáîëåå ðàçðàáîòàííîé òåîðèåé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì [64],â òîì ÷èñëå ñèñòåì ñ ðàçíîñòíûìè èíäåêñàìè [67, 68].Ïðè ðàçðàáîò-

êå òåîðèè äèôðàêöèè âîëí ïîñëåäíèå ñèñòåìû øèðîêî èñïîëüçîâàíû Øåñòîïàëîâûì Â.Ï. è

åãî ó÷åíèêàìè [69, 70],ïðè ýòîì îíè çíà÷èòåëüíî ðàçâèëè òåîðèþ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ ñèñòåì.

Âìåñòå ñ òåì íåäîñòàòî÷íàÿ ðàçðàáîòêà òåîðèè è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáùèõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì

çíà÷èòåëüíî çàòðóäíÿþò ïðèëîæåíèå ýòèõ ñèñòåì â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ

ôèçè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, òåõíîëîãè÷åñêèõ è ò. ä. ïðîöåññîâ [71].Òåì íå ìåíåå

ïîïûòêè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ìåõàíèêè,

òåõíèêè, ôèçèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ íå óòèõàþò, íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîé òåî-

ðèè è ïàðàìåòðè÷åñêèõ öåïåé [72]è òåîðèè âîëíîâîäîâ [73],à òàêæå ðàäèîöåïåé [74].Äëÿ ðåøåíèÿ

ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ ìîãóò óñïåøíî ïðèìåíÿòüñÿ îñîáûå âèäû áåñêîíå÷-

íûõ ñèñòåì, [75] õîòÿ îá ñâîéñòâàõ ýòèõ ñèñòåì ïîëíîé ÿñíîñòè äî ñèõ ïîð îòñóòñòâóåò [76].Çäåñü

óìåñòíî îòìåòèòü ÷òî, øèðîêî èñïîëüçóåìîå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïîíÿòèå ãëàâíîãî ðåøåíèÿ

áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû íå âûäåðæèâàåò êðèòèêè [76].
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Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âîçíèê-

ëà è ðàçâèâàåòñÿ â ñâÿçè ñ òåìè ïðèëîæåíèÿìè, êîòîðûå îíà èìååò â âîïðîñàõ èíòåãðèðîâàíèÿ

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è, â îñîáåí-

íîñòè, ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ, ìàòðèöàõ, îïðåäåëèòåëÿõ è ìèíîðàõ ìîæíî

íàéòè â ðàáîòàõ [64�66,77,78].

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü çàäàíà íåîäíîðîäíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåèçâåñòíûõ:

a1,1x1 + a1,2x2 + ...+ a1,nxn + ... = b1,

a2,1x1 + a2,2x2 + ...+ a2,nxn + ... = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

an,1x1 + an,2x2 + ...+ an,nxn + ... = bn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


, (11.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñèñòåìû, à òàêæå íåèçâåñòíûå âçÿòû èç íåêîòîðîãî ïîëÿ

F .

Ñîâîêóïíîñòü ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí x1, x2, ...íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.1),

åñëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ çíà÷åíèé â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâ (11.1) ìû ïîëó÷èì ñõîäÿùèåñÿ

ðÿäû, è âñå ýòè ðàâåíñòâà áóäóò óäîâëåòâîðåíû.

Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå � íåñîâìåñòíîé.

Âû÷èñëÿåì ãëàâíûå ìèíîðû (ãëàâíûå îïðåäåëèòåëè) ìàòðèöû A ñèñòåìû (11.1): |A1| =

a1,1, |A2| =

∣∣∣∣∣∣a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣∣∣ è ò. ä. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

|An| = |A|, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò áåñêîíå÷íûé îïðåäåëèòåëü, à çíà÷åíèå óêàçàííîãî ïðåäåëà åñòü çíà÷åíèå áåñêîíå÷íîãî

îïðåäåëèòåëÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (11.1) èìååò áåñêîíå÷íûé

îïðåäåëèòåëü îòëè÷íûé îò íóëÿ.

Áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà A ïî Êóêó Ð. [78] ìîæåò áûòü íèæíåé òðåóãîëüíîé èëè âåðõíåé

òðåóãîëüíîé â ñîîòâåòñòâèè ñ àíàëîãè÷íûìè ïîíÿòèÿìè äëÿ êîíå÷íûõ ìàòðèö.

Ñëåäîâàòåëüíî, íèæíèå èëè âåðõíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñ îòëè÷íûìè îò íóëÿ áåñêî-
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íå÷íûìè îïðåäåëèòåëÿìè íåîáõîäèìî âûäåëèòü.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû

íå ðàâíû íóëþ, òî òàêóþ ìàòðèöó íàçîâåì ïðîñòîòðåóãîëüíîé. Åñëè ãëàâíàÿ äèàãîíàëü âåðõíåé

òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ñîñòîèò èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî òàêóþ ìàòðèöó íàçûâàåì ãàóññîâîé

ìàòðèöåé.

Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íûå îïðåäåëèòåëè (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) òðåóãîëüíîé è ãàóñ-

ñîâîé ìàòðèö âñåãäà îòëè÷íû îò íóëÿ, â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà íèæíåé è

âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèö ñîîòâåòñòâåííî îò òðåóãîëüíîé è ãàóññîâîé ìàòðèö.

Åñëè áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà èìååò ãàóññîâó ìàòðèöó, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà çàäàíà â

ãàóññîâîé ôîðìå èëè ïðîñòî îíà íàçûâàåòñÿ ãàóññîâà ñèñòåìà.

Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áåñêîíå÷íûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (11.1) îòëè÷åí îò

íóëÿ, òî áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (11.1) èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã [77]. Ïîýòîìó, äëÿ îáîá-

ùåíèÿ àëãîðèòìà Ãàóññà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé [79]:

Òåîðåìà 11.1 Âñÿêóþ ìàòðèöó A(ai,k)
∞
1 áåñêîíå÷íîãî ðàíãà, ó êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ãëàâíûõ ìèíîðîâ îòëè÷íû îò íóëÿ, ò. å. Dk ̸= 0 (k = 1, 2, ...,∞) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåóãîëüíîé ìàòðèöû B íà ãàóññîâó ìàòðèöó C, ò. å. A = BC, ïðè÷åì

êîýôôèöèåíòû ìàòðèö B è C ðåêóððåíòíî çàïèñàíû ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A.

Åñëè ïîëîæèòü bj,j ≡ 1, òî ïîëó÷èì àëãîðèòì Ãàóññà äëÿ äàííîé áåñêîíå÷íîé ñèñòå-

ìû. Ïîñëåäíèé ïîçâîëÿåò âìåñòî ñèñòåìû (11.1) ðåøàòü ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ ãàóññîâó

ñèñòåìó :
∞∑
p=0

cj,j+pxj+p = bj, j = 1, 2, 3, ..., (11.2)

ãäå cj,j+p � ýëåìåíòû ãàóññîâîé ìàòðèöû C, à bj � ýëåìåíòû ìàòðèöû B−1b.

Áûëè ïîïûòêè îáîáùåíèÿ àëãîðèòìà Ãàóññà íà áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû [80, 81],íî ñ àëãî-

ðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíè îêàçàëèñü ìàëî ïðèãîäíû äëÿ èõ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

Äëÿ ïðîñòîòû ãàóññîâó ñèñòåìó (11.2) çàïèøåì â áîëåå îáùåì âèäå, íå ñâÿçûâàÿ åå ñî

ñèñòåìîé (11.1):
∞∑
p=0

aj,j+pxj+p = bj, j = 1, 2, 3, ... , (11.3)

ãäå aj,j+p � ýëåìåíòû ãàóññîâîé ìàòðèöû A, bj � ñâîáîäíûå ÷ëåíû.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ãàóññîâîé ñèñòåìû (11.3) íàìè ïðåäëàãàåòñÿ èñ-
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ïîëüçîâàòü ìåòîä ðåäóêöèè, íî íå â åãî êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäà ðåäóêöèè äëÿ ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñè-

ñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ è êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé îñòàþòñÿ îäè-

íàêîâûìè â óñå÷åííîé ñèñòåìå, òî ãîâîðèì, ÷òî ìåòîä ðåäóêöèè ïîíèìàåòñÿ â óçêîì ñìûñëå,

à åñëè êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ îñòàåòñÿ áîëüøèì, ÷åì êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé, òî ãîâîðèì,÷òî

ìåòîä ðåäóêöèè ïîíèìàåòñÿ â øèðîêîì ñìûñëå.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ðåäóêöèè â óçêîì ñìûñëå � ýòî èçâåñòíûé ìåòîä ïðîñòîé ðåäóêöèè.

Íî ðàçëè÷íîå ïîíèìàíèå ìåòîäà ðåäóêöèè èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå. Ìåòîä ðåäóêöèè â

óçêîì ñìûñëå ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû, à â øèðî-

êîì ñìûñëå � ñ ó÷åòîì íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Çäåñü ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óñå÷åííîé ñèñòåìû, íàïðèìåð,

ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ÷àùå âñåãî íå äàåò óñïåõà [76].

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ãàóññîâûõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì

ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðîâ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ïåðèîäè÷åñêèõ ãàóññîâûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïåðèîäè÷åñêîé ãàóññîâîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ, ãàóññîâà áåñêîíå÷íàÿ

ñèñòåìà (11.3) ñ êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:

aj,j+p

aj+p,j+p

= ap, j = 1, 2, 3, ... . (11.4)

Íîâûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íàìè ðàíåå

Çäåñü ïðèâîäèì íîâûå ñâåäåíèÿ, ïîëó÷åííûå íàìè ïî ðåøåíèþ îáùåé áåñêîíå÷íîé ñè-

ñòåìû (11.1) [82�84]

Óñåêàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ïðîñòîé ðåäóêöèè ñèñòåìó (11.3) è ðåøàÿ åå, ïîëó÷èì,

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 11.2 Ïóñòü çàäàíà, óðåçàííàÿ ïî ìåòîäó ïðîñòîé ðåäóêöèè îò ñèñòåìû (11.3), êî-

íå÷íàÿ ãàóññîâà ñèñòåìà â âèäå

n−j∑
p=0

aj,j+p
n
xj+p= bj, aj,j ̸= 0, j = 1, n. (11.5)
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Òîãäà ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.5) áóäåò âûðàæåíèå:

n
xj= Bn−j, j = 1, 2, ..., n, (11.6)

ãäå

Bn−j =
bj
aj,j

−
n−j−1∑
p=0

aj,n−p

aj,j
Bp B0 =

bn
an,n

, j = 1, n− 1. (11.7)

Ñïðàøèâàåòñÿ, êîãäà æå ìåòîä ïðîñòîé ðåäóêöèè ñõîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ îáùåé ñèñòåìû

(11.1)? Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà äàííûé âîïðîñ ïðåäïîëîæèì âûïîëíåíèå äâóõ ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

1) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

Bn−j = B(j). Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, êàê âèäíî èç

âûðàæåíèÿ (11.6), ÷òî ìåòîä ïðîñòîé ðåäóêöèè ñõîäèòñÿ;

2) Ïóñòü â âûðàæåíèè (11.7) äîïóñòèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî÷ëåííî, ò.å. èìååò ìåñòî

ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

n∑
p=j+1

aj,p
aj,j

Bn−p =
∞∑

p=j+1

aj,p
aj,j

lim
n→∞

Bn−p.

Óñëîâèå 2) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ÷èñëà B(j) ñîñòàâèëè ÷àñòíîå ðåøåíèå

ãàóññîâîé ñèñòåìû (11.3), òåì ñàìèì èñõîäíîé ñèñòåìû (11.1).

Òåîðåìà 11.3 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1) è 2), òîãäà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå lim
n→∞

Bn−j =

B(j) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.3), òåì ñàìûì è îáùåé ñèñòåìû (11.1).

Îïðåäåëåíèå 4. ×àñòíîå ðåøåíèå xj = B(j) ãàóññîâîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (11.3) íà-

çûâàåòñÿ ñòðîãî ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.1).

Òåîðåìà 11.4 Åñëè íåîäíîðîäíàÿ ãàóññîâà ñèñòåìà (11.3) ñîâìåñòíà, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò

åå ñòðîãî ÷àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé Êðàìåðà.

Òåîðåìà 11.5 Îáùàÿ íåîäíîðîäíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà (11.1) ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ áåñêî-

íå÷íûì îïðåäåëèòåëåì ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò åå ñòðîãî ÷àñòíîå

ðåøåíèå.

Òåîðåìà 11.6 Ïóñòü ãàóññîâà ñèñòåìà (11.3) ñîâìåñòíà, òîãäà åå ñòðîãî ÷àñòíîå ðåøåíèå

xj èìååò âèä

xj = B(j) =
∞∑
p=0

(−1)pAp(j)bj+p

aj+p,j+p

, j = 1, 2, ... , (11.8)

62



ãäå Ap(j) � ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

Ap(j) =

p−1∑
k=0

(−1)p−1−kaj+k,j+p

aj+k,j+k

Ak(j), A0(j) = 1 ∀j. (11.9)

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âûðàæåíèå (11.9) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ñëåäóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

îïðåäåëèòåëÿ (ïîðÿäêà n− j = p):

An−j(j) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aj,j+1

aj,j
1 0 ... 0 0

aj,j+2

aj,j

aj+1,j+2

aj+1,j+1
1 ... 0 0

aj,j+3

aj,j

aj+1,j+3

aj+1,j+1

aj+2,j+3

aj+2,j+2
... 0 0

. . . ... . .

aj,n−2

aj,j

aj+1,n−2

aj+1,j+1

aj+2,n−2

aj+2,j+2
... 1 0

aj,n−1

aj,j

aj+1,n−1

aj+1,j+1

aj+2,n−1

aj+2,j+2
... an−2,n−1

an−2,n−2
1

aj,n
aj,j

aj+1,n

aj+1,j+1

aj+2,n

aj+2,j+2
... an−2,n

an−2,n−2

an−1,n

an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (11.10)

Íà ñàìîì äåëå (11.8) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî lim
n→∞

Bn−j(j) = B(j), where

n
xj= Bn−j(j) =

n−j−1∑
p=0

(−1)pAp(j)
bj+p

aj+p,j+p

, j = 1, 2, ...n. (11.11)

Òåîðåìà 11.7 Ïóñòü çàäàíà óðåçàííàÿ îò ãàóññîâîé ñèñòåìû (11.3) â îäíîðîäíîì ñëó÷àå

(bj = 0) â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ðåäóêöèè â øèðîêîì ñìûñëå êîíå÷íàÿ îäíîðîäíàÿ ãàóññîâà

ñèñòåìà â âèäå
n−j∑
p=0

aj,j+p
n+1
x j+p= 0, ajj ̸= 0, j = 0, n− 1. (11.12)

Òîãäà ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.12) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

n+1
x j=

(−1)jx0An−j(j)

An(0)
, j = 0, 1, ..., n, (11.13)

ãäå An−j(j) � îïðåäåëèòåëü (11.10), âû÷èñëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (11.9) è x0 � ïðîèçâîëüíîå

âåùåñòâåííîå ÷èñëî, èíäåêñ n+ 1 � êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû (11.12) ïîðÿäêà n.

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà çàïèñè íóìåðàöèÿ óðàâíåíèé â (11.3) íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ, ò.å. j =
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0, 1, 2, ... .

Ïðèâåäåì âàæíåéøèå ñâîéñòâà ñòðîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñëåäóþò èç òåîðåì

(4)�(6).

Ñâîéñòâî 11.1 Ñîâìåñòíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (11.1) âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ÷àñòíîå

ðåøåíèå, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé Êðàìåðà

Ñâîéñòâî 11.2 Ñòðîãî ÷àñòíîå ðåøåíèå íå ñîäåðæèò êàê àääèòèâíîå ñëàãàåìîå íåòðèâèàëü-

íîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñâîéñòâîì ýòî ðåøåíèå

è íàçâàíî ñòðîãî ÷àñòíûì ðåøåíèåì.

Ñâîéñòâî 11.3 Ñòðîãî ÷àñòíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ðåøåíèåì áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû,

åñëè ïîñëåäíåå ñóùåñòâóåò. Íî ãëàâíîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî â ñî÷åòàíèè ìåòîäà ïðîñòîé ðå-

äóêöèè ñ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ñõîäèìîñòü êîòîðîãî íå çàâèñèò îò ñõî-

äèìîñòè ìåòîäà ðåäóêöèè.

Ñâîéñòâî 11.4 Ó îäíîðîäíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ å¼ ñòðîãî

÷àñòíûì ðåøåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîäîì ïðîñòîé ðåäóêöèè ïðèíöèïèàëüíî íåëüçÿ ïîëó-

÷èòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

Ãëàâíîå îòëè÷èå êîíå÷íûõ ñèñòåì îò áåñêîíå÷íûõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè äàæå áåñ-

êîíå÷íûé îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà

ìîæåò èìåòü è íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, ÷åãî áûòü íå ìîæåò äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì. Ñëåäîâà-

òåëüíî, èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ïðèîáðåòàåò îñîáóþ àêòóàëüíîñòü

ñ òî÷êè çðåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì.

Âìåñòå ñ òåì èìååòñÿ äðóãîé ïóòü èññëåäîâàíèÿ îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ

ñèñòåì, à èìåííî, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì îáóñëîâëèâàåòñÿ îä-

íîçíà÷íîñòüþ ðåøåíèÿ ñàìîé èñõîäíîé çàäà÷è, êàê ýòî ñäåëàíî, íàïðèìåð, â ðàáîòå [70].Íî

òàêîé ïóòü íå âñåãäà óäàåòñÿ îñóùåñòâèòü, êàê ýòî óêàçàíî â [85].

Ïîýòîìó íàèáîëåå îáùèì ïîäõîäîì îñòàåòñÿ èññëåäîâàíèå îäíîðîäíûõ ñèñòåì.

Âìåñòå ñ òåì ðåøåíèå îäíîðîäíûõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî òðóäíîé çàäà-

÷åé, ÷åì ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì, êàê íà ýòî îáðàòèë âíèìàíèå åùå Ðèññ [86].Êàê óæå

óêàçàëè âûøå (ñì. ñâîéñòâî 4) ìåòîäû ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ è îäíîðîäíûõ ñèñòåì êàðäèíàëü-

íî ðàçëè÷àþòñÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìåþòñÿ ýïèçîäè÷åñêèå ðàáîòû ïî ðåøåíèþ îäíîðîäíûõ
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áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì, ò. å. óäàåòñÿ ðåøèòü íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñèñòåìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþòñÿ áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî óðàâíå-

íèé ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì, à áåñêîíå÷íàÿ ÷àñòü � îäíîðîäíîé. Íà ïðàêòèêå ïðè èññëåäîâàíèè

òàêèõ ñèñòåì íà åå îñîáåííîñòü íå îáðàùàþò âíèìàíèÿ.

Äëÿ ÷åòêîãî ïîíèìàíèÿ ðàçëè÷èé ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìû â íåîäíîðîä-

íîì è îäíîðîäíîì ñëó÷àÿõ ïðèâåäåì ïîäðîáíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ îäíîé ñïåöèàëüíîé áåñêîíå÷íîé

ñèñòåìû.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó [64]

∞∑
p=0

(2j + 2p)!

(2p)!
xj+p = bj, j = 0, 1, 2, ... b > 0, (11.14)

èìåþùåé çàìêíóòîå òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðè÷åì íå åäèíñòâåííîå. Åå ïðàêòè÷åñêîå

ïðèëîæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé ñìåøàííîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèâåäåíî â [87].

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (11.14) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïåðèî-

äè÷íîñòè (11.4), êðîìå òîãî, ñâîáîäíûå ÷ëåíû bj èìåþò âèä bk+m = bkbm. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè

åå òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå [64,85,87]

xj =
bj

(2j)!sh(
√
b)
, j = 0, 1, 2, ... . (11.15)

Åñëè íåò âîçìîæíîñòè ðåøàòü çàäàííóþ áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì â

çàìêíóòîì âèäå, òî ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòüñÿ ê âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì è ðåøàòü ñèñòåìó ñ

ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.

Ïîýòîìó òåïåðü ñèñòåìó (11.14) ðåøèì êàê ãàóññîâó ñèñòåìó, ïîëó÷åííîé îò îáùåé ñè-

ñòåìû (11.1), áåç ó÷åòà åå ñïåöèôèêè, èñïîëüçóÿ òîëüêî òåîðåìû 2�7, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëû

(11.8), (11.9) è (11.11), (11.13).

Âû÷èñëåíèå ðÿäà (11.8) ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (11.9) îñóùåñòâëÿåòñÿ

òàêèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî j ïðè n→ ∞ âû÷èñëÿåì àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ïîñëåäíèõ

äâóõ ÷ëåíîâ ñóììû (11.11), ñëåäÿ ýòîé ðàçíîñòüþ, è åñëè ýòî çíà÷åíèå íå ïðåâûøàåò çàäàííîé

òî÷íîñòè ε, ìû îñòàíàâëèâàåì âû÷èñëåíèÿ (ïðè íåêîòîðîì n = Nj). Åñòåñòâåííî, äëÿ êàæäîãî j

ñóùåñòâóåò ñâîå Nj, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò ñëåäèòü çà íåâÿçêîé, ò.å. çà ðàçíèöåé ìåæäó

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè ñèñòåìû (11.14) äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé xj äëÿ êàæäîãî j. Åñëè ýòè

íåâÿçêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî ïîëó÷åííûå ÷èñëà xj áóäóò ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû
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(11.14) ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áûñòðîé ñõîäèìîñòè ðÿäà â (11.8).

Ïîÿñíèì âûøåñêàçàííîå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
n
xj ñõîäèòñÿ

ïðè óâåëè÷åíèè n, òî ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðîñòàÿ ðåäóêöèÿ èìååò ïðåäåë, ò. å. ñõîäèòñÿ.

Çäåñü íåîáõîäèìî ïîìíèòü î òîì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ôîðìóëà (11.11) ñ ó÷åòîì (11.9) äàåò òî÷-

íîå ðåøåíèå óðåçàííîé êîíå÷íîé ñèñòåìû n-ãî ïîðÿäêà äëÿ êàæäîãî n â åäèíîé çàïèñè. Íî

ñõîäèìîñòü ïðîñòîé ðåäóêöèè åùå íå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðåäóêöèÿ ñõîäèòñÿ èìåííî ê ðåøåíèþ

ãàóññîâîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû, íàïðèìåð (11.14), òåì ñàìûì îáùåé ñèñòåìû (11.1). Íî åñëè

îíà ñõîäèòñÿ, òî îíà ñõîäèòñÿ íåïðåìåííî ê çíà÷åíèþ, îïðåäåëÿåìîìó ôîðìóëîé Êðàìåðà äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùåãî j. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòàÿ ðåäóêöèÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ãàóñ-

ñîâîé ñèñòåìû (11.14) íàì íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà íåâÿçêîé. Î÷åâèäíî, èç ôîðìóëû (11.11) ñ

ó÷åòîì (11.9) ñëåäóåò From the formula (3.5 ′) with regard to (3.6) it follows that

ε = | n
xj −

n+1
x j | =

∣∣∣∣An+1−j(j)
bn+1

an+1,n+1

∣∣∣∣ ,
ãäå An+1−j(j) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îïðåäåëèòåëè (11.10) ãàóññîâîé ìàòðèöû A, aj,j+p ∈ A, bj �

ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñèñòåìû (11.3).

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñèñòåìû (11.14) äëÿ b=0.5, b=2.3 ïðè

ε = 10−8 è åå òî÷íîå ðåøåíèå (11.15).

Òàáëèöà 1

x0 x1 x2 x3 x4

b=0.5 0.7933 0.1983 0.0083 0.0001 0.0000

(11.15) 0.7933 0.1983 0.0083 0.0001 0.0000

b=2.3 0.4193 0.4809 0.0924 0.0071 0.0003

(11.15) 0.4188 0.4816 0.0923 0.0071 0.0003

Â òàáëèöå 2 äàíû íåâÿçêè ïåðâûõ òð¼õ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, êîòîðûå

ïîêàçûâàþò, ÷òî íàéäåííûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíîé ñèñòåìå ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ

(êñòàòè, òàáëèöà 1 òàêæå ïîäòâåðæäàåò ýòî óòâåðæäåíèå):
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Òàáëèöà 2

b 1 2 3

0.5 3.787 · 10−12 −4.712 · 10−10 −2.940 · 10−9

2.3 7.229 · 10−11 1.444 · 10−8 2.172 · 10−6

Òàêèì îáðàçîì, êàê ïîêàçûâàþò òàáëèöû 1 è 2 àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (11.15) íà ñàìîì

äåëå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.14).

Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ñèñòåìû (11.14) è â îäíîðîäíîì ñëó÷àå óäàåòñÿ íàéòè åå àíàëèòè-

÷åñêîå ðåøåíèå â çàìêíóòîì âèäå, ïðè÷åì ôàêòè÷åñêè âñå åå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Íàéòè âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11.14) â îäíîðîäíîì ñëó÷àå:

∞∑
p=0

(2j + 2p)!

(2p)!
xj+p = 0, j = 0,∞. (11.16)

Ðåøåíèå. Õîòÿ ðåøåíèå äàííîãî ïðèìåðà ïðèâåäåíî â íàøèõ ðàííèõ ðàáîòàõ íåîäíî-

êðàòíî, â ÷àñòíîñòè, â [87], â ñèëó âàæíîñòè ïðèìåðà, çäåñü ïðèâåäåì ïîëíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (11.16).

Èçâåñòíî [65],÷òî ìåæäó ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ ðàçíîñòíûìè èíäåêñàìè

∞∑
p=0

apxj+p = 0, j = 0, 1, ... , (11.17)

ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ïî ñîîòíîøåíèþ yj =
xj

aj,j
, Çäåñü yj åñòü ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòå-

ìû, xj � ñèñòåìû (11.17) ñ ðàçíîñòíûìè èíäåêñàìè.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [64, 65],äëÿ ñèñòåì ñ ðàçíîñòíûìè èíäåêñàìè (ñëåäîâàòåëüíî è

äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì) ãëàâíóþ ðîëü â âîïðîñå ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé

èãðàåò õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû (èëè ïî äðóãîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå):

f(x) =
∞∑
p=0

(−1)papx
p = 0. (11.18)

Èìåííî íóëè ýòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ áåñ-

êîíå÷íûõ ñèñòåì ñ ðàçíîñòíûìè èíäåêñàìè, òåì ñàìèì � è ïåðèîäè÷åñêèõ.

Åñëè óðàâíåíèå (11.18) íå èìååò íóëåé, òî íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (11.3), â ñëó÷àå åå ïå-
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ðèîäè÷íîñòè, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åñëè x = ξ ÿâëÿåòñÿ îäíîêðàòíûì íóëåì óðàâíåíèÿ

(11.18), òî âûðàæåíèå xj = (−ξ)jC
aj,j

ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé îäíî-

ðîäíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû [64,65],ãäå C ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Â íàøåì ñëó÷àå, èìååì ap =
1

(2p)!
, òîãäà óðàâíåíèå

f(x) =
∞∑
p=0

(−1)p
1

(2p)!
xp = cos(

√
x) = 0,

èìååò îäíîêðàòíûå íóëè x = ξk =
π2(2k+1)2

4
, k = 0, 1, 2, .... Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ f(x) äðóãèõ íóëåé

íå èìååò.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå íåçàâèñèìûå ïî k, ò. å. ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ãàóñ-

ñîâîé ñèñòåìû ñ ðàçíîñòíûìè èíäåêñàìè (11.17), èìåþò âèä:

x
(k)
j =

(−1)jπ2j(2k + 1)2jCk

22j
, j, k = 0, 1, 2, ..., C0 = x0, (11.19)

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà (11.16) �

x
(k)
j =

(−1)jπ2j(2k + 1)2jCk

(2j)!22j
, j, k = 0, 1, 2, ..., C0 = x0, (11.20)

ãäå Ck � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Èçîìîðôíàÿ ñèñòåìà ñ ðàçíîñòíûìè èíäåêñàìè ê ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå (11.16) çàïè-

øåòñÿ òàê:
∞∑
p=0

1

(2p)!
xj+p = 0, j = 0, 1, 2, ... . (11.21)

Î÷åâèäíî íàèìåíüøåå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (11.21) ñëåäóåò

èç (11.19) ïðè k = 0 (x0 = 1):

xj = (−1)j
π2j

22j
, j = 0, 1, 2, ..., . (11.22)

Â òàáëèöå 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (11.13) äëÿ n=3, n=5, n=10

è òî÷íîå ðåøåíèå (11.22) áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (11.21):

68



Òàáëèöà 3

n x0 x1 x2 x3 x4

3 1.0 -2.45901639 5.90163934 -11.80327868

5 1.0 -2.46729082 6.08539023 -14.96407434 35.91377842

10 1.0 -2.46740109 6.08806814 -15.02170510 37.06455106

(11.22) 1.0 -2.46740110 6.08806818 -15.02170614 37.06457428

Êàê ïîêàçûâàåò òàáëèöà 3 ïîëó÷åííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (11.21)

î÷åíü áûñòðî ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.

Â òàáëèöå 4 äàíû çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îïðåäåëèòåëåé An−j(j), âõîäÿùèõ â ôîð-

ìóëó (11.13) äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ n.

Òàáëèöà 4

j 0 1 2 3 4 5

3 8.5 · 10−2 2.1 · 10−1 5.0 · 10−1 1

5 1.4 · 10−2 3.4 · 10−2 8.5 · 10−2 2.1 · 10−1 5.0 · 10−1 1

10 1.5 · 10−4 3.8 · 10−4 9.3 · 10−4 2.3 · 10−3 5.6 · 10−3 1.4 · 10−2

Îòñþäà âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ An−j(j) ñèëüíî óáûâàþò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì èñõîäíóþ îäíîðîäíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñèñòåìó (11.16).

Íàèìåíüøåå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (11.16) ñëåäóåò èç (11.20)

ïðè k = 0 (x0 = 1):

xj = (−1)j
π2j

(2j)!22j
, j = 0, 1, 2, ..., . (11.23)

Â òàáëèöå 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû (11.16) äëÿ n = 3, n = 5, n = 10 ïî ôîðìóëå (11.13) è åå òî÷íîå ðåøåíèå

(11.23).
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Òàáëèöà 5

n x0 x1 x2 x3 x4

3 1.0 -1.22950819 0.24590163 -0.01639344

5 1.0 -1.23364541 0.25355792 -0.02078343 0.00089071

10 1.0 -1.23370054 0.25366950 -0.02086347 0.00091925

(11.23) 1.0 -1.23370055 0.25366950 -0.02086348 0.00091926

Òàáëèöà 5 òàêæå ïîêàçûâàåò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ôîðìóëû (11.13).

Â òàáëèöå 6 äàíû çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îïðåäåëèòåëåé An−j(j) äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìûõ ñèñòåì.

Òàáëèöà 6

j 0 1 2 3 4 5

3 6.1 · 101 7.5 · 101 1.5 · 101 1

5 5.1 · 104 6.2 · 104 1.3 · 104 1.1 · 103 4.5 · 101 1

10 3.7 · 1014 4.6 · 1014 9.4 · 1013 7.7 · 1012 3.4 · 1011 9.3 · 109

Êàê ïîêàçûâàåò òàáëèöà 6 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îïðåäåëèòåëè An−j(j) íåîãðàíè÷åííî âîç-

ðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèåì n, òåì íå ìåíåå èõ ñîîòâåòñòâóþùèå îòíîøåíèÿ (11.13) äàþò ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (11.16), êàê íà ýòî óêàçûâàåò òàáëèöà 5.

Êâàçèîäíîðîäíûå áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû

Ïî âèäèìîìó, âïåðâûå ïðèñòàâêà "êâàçè" áûëà ââåäåíà êàñàòåëüíî ðåãóëÿðíûõ áåñêî-

íå÷íûõ ñèñòåì [66].Êâàçèðåãóëÿðíûìè ñèñòåìàìè íàçûâàþòñÿ ñèñòåìû, â êîòîðûõ óñëîâèå

ðåãóëÿðíîñòè âûïîëíåíî ëèøü âî âñåõ ñòðîêàõ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé j = N + 1, ò. å. äëÿ êî-

íå÷íîãî ÷èñëà j = 1, 2, ..., N óðàâíåíèé ñèñòåìû óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ. Êàê

ïîêàçàíî â ðàáîòå [64], âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î

ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû, äàæå åñëè ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû

èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ñòîëüêî "êâàçè"ñèñòåì, ñêîëüêî

ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð, àíàëîãè÷íî áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êâàçèïåðèîäè÷å-

ñêèõ ñèñòåì [64,65].

Ðàññìîòðèì êâàçèîäíîðîäíûå ñèñòåìû, ïîíèìàÿ ïîä íèìè, áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû â êî-
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òîðûõ íà÷èíàÿ ñ íîìåðà j = N + 1 âñå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè, à âñå óðàâíåíèÿ ñ

íîìåðàìè j = 1, 2, ..., N � íåîäíîðîäíû.

Êâàçèîäíîðîäíûå áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû ìîæíî îòíåñòè ê îñîáûì áåñêîíå÷íûì ñèñòåìàì

ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, îíè êàê âñå êâàçè ñèñòåìû â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñâîäÿòñÿ ê ðåøå-

íèþ êîíå÷íûõ ñèñòåì, òåì ñàìèì ïðèîáðåòàþò ñâîéñòâî êîíå÷íûõ ñèñòåì. Âî-âòîðûõ, ñàìîå

âàæíîå, ìåòîäû ðåøåíèÿ, êàê ýòî óêàçàëè âûøå, íåîäíîðîäíûõ è îäíîðîäíûõ ñèñòåì ïðèíöè-

ïèàëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. Ïîýòîìó ðåøåíèå êâàçèîäíîðîäíûõ ñèñòåì êàê íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû,

÷òî àïðèîðè íàáëþäàåòñÿ íà ïðàêòèêå, âîçìîæíî íå âñåãäà îïðàâäàíî.

Äëÿ ïðîñòîòû èññëåäóåì êâàçèîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî îäíî íåîä-

íîðîäíîå óðàâíåíèå. Ïðèëîæåíèå òàêèõ ñèñòåì â òåîðèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðàäèîöåïåé îòðàæå-

íî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [74,88].

Ïðèìåð 3. Ñïåðâà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó, ïðèâåäåííóþ â ðàáîòå

[66].êàê ïðèìåð ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ëèìèòàíò:

∞∑
i=1

xi
(2j + 1− 2i)(2j − 1− 2i)

= bj, j = 1, 2, ..., (11.24)

ãäå b1 = −1, bj = 0, j = 2, 3, ....

Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ãðàíèöû äëÿ íåèçâåñòíûõ: 1, 211 ≤ x1 ≤

1, 331; 0, 538 ≤ x2 ≤ 0, 726; 0, 346 ≤ x3 ≤ 0, 592;

0, 231 ≤ x4 ≤ 0, 534; 0, 135 ≤ x5 ≤ 0, 506; 0 ≤ xi ≤ 0, 492 (i = 6, 7, ...).

Áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó (11.24) ðåøàåì ñ ïðèìåíåíèåì ïðîñòîé ðåäóêöèè, ò. å. ïî ôîðìó-

ëàì (11.8), (11.9) ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (11.11) ïðè ýòîì äàííûé ïîäõîä íàçîâåì ïåðâûì

ñïîñîáîì ðåøåíèÿ êâàçèîäíîðîäíîé ñèñòåìû (11.24). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáëè-

öå 7, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíû lim
n→∞

n
xj ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó, ò. å. ïðîñòàÿ

ðåäóêöèÿ ñõîäèòñÿ.
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Òàáëèöà 7

ε x1 x2 x3 x4 x5 x10

10−5 1.27146 0.63445 0.47503 0.39526 0.34536 0.23281

10−6 1.27268 0.63593 0.47669 0.39705 0.34727 0.23509

10−7 1.27306 0.63640 0.47722 0.39762 0.34787 0.23581

Â òàáëèöå 8 ïðèâåäåíû íåâÿçêè ïåðâûõ 5-òè óðàâíåíèé. Îòñþäà âèäíî, ÷òî íåâÿçêà îñòà-

åòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà óðàâíåíèé ñèñòåìû, ò. å. íå óìåíüøàåòñÿ.

Òàáëèöà 8

n 1 2 3 4 5

10−5 −3.4 · 10−3 −4.2 · 10−3 −5.0 · 10−3 −6.1 · 10−3 −7.4 · 10−3

10−6 −3.8 · 10−3 −4.5 · 10−3 −5.3 · 10−3 −6.3 · 10−3 −7.6 · 10−3

10−7 −4.0 · 10−3 −4.6 · 10−3 −5.3 · 10−3 −6.3 · 10−3 −7.7 · 10−3

Åñëè ε = 10−5, òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî óðàâíåíèé max(j+p) ðàâíî 338, ïðè ε = 10−6 �

max(j + p) = 1062, ïðè ε = 10−7 � max(j + p) = 3352.

Ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà â (11.8) âåðîÿòíî âñåãî âûçâàíî òåì, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ñèñòå-

ìà (11.24) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå îäíîðîäíîé ñèñòåìîé, ÷åì íåîäíîðîäíàÿ, ïîñêîëüêó

òîëüêî îäíî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì. Íî êàê óæå óêàçàëè âûøå, ìåòîäû ðåøåíèÿ

íåîäíîðîäíîé è îäíîðîäíîé ñèñòåì ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, ïîýòîìó òàêèå ñèñòåìû ìîæ-

íî îòíåñòè ê îñîáûì òèïàì áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì [76].Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11.24)

ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ "÷èñòî"íåîäíîðîäíîé. Ïîýòîìó ñèñòåìó (11.24) ðåøàåì êàê êâà-

çèîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, ò. å. ñ ó÷åòîì åå îäíîðîäíîé ÷àñòè, ýòî áóäåò âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñíà÷àëà ðåøàåì îäíîðîäíóþ ÷àñòü ñèñòåìû (11.24), ò. å. ñèñòåìó

∞∑
i=1

xi
(2j + 1− 2i)(2j − 1− 2i)

= 0, j = 2, 3, ... . (11.25)

Ðåøàåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó (11.25) ñ ïðèìåíåíèåì ðåäóêöèè â øèðîêîì ñìûñëå, ò. å. ïî ôîð-

ìóëå (11.13) ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ (11.9). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå

9.
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Òàáëèöà 9

n x1 x2 x3 x4 x5 x10

338 1.00000 0.49926 0.37389 0.31111 0.27181 0.18298

1062 1.00000 0.49976 0.37465 0.31206 0.27292 0.18468

3352 1.00000 0.49993 0.37489 0.31236 0.27327 0.18522

Íàéäåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11.25) xi (i = 1, 2, ...) ïîäñòàâëÿåì â ïåðâîå óðàâíåíèå èñ-

õîäíîé ñèñòåìû è ïîëó÷èì íåêîòîðîå çíà÷åíèå C ðÿäà â ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó-

÷åííûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû xi (i = 1, 2, ...) äåëèì íà C. Ïîñëåäíèå çíà÷åíèÿ è áóäóò

ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû (11.24) è îíè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 10.

Òàáëèöà 10

n x1 x2 x3 x4 x5 x10

338 1.27230 0.63521 0.47570 0.39582 0.34583 0.23281

1062 1.27294 0.63617 0.47690 0.39723 0.34741 0.23509

3352 1.27314 0.63648 0.47729 0.39768 0.34792 0.23581

Òàê êàê îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (11.25) ðåøàåòñÿ òî÷íåå, êàê ýòî ïîêàçàëè â ïðåäûäóùèõ

ïðèìåðàõ, à ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11.24) ïðàêòè÷åñêè ðåøàåòñÿ òî÷íî, òî òàáëèöà 10

äîëæíà îòðàæàòü íàèáîëåå òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (11.24). Îêàçàëîñü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

ýòî íå òàê, ò. å. îáå ñïîñîáà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Â òàáëèöå 11 ïðèâåäåì ñðàâíåíèå ðåçóëü-

òàòîâ, ïîëó÷åííûõ îáîèìè ñïîñîáàìè ïðè max(j + p) = 3352. Îòñþäà âèäíî, ÷òî îáå ñïîñîáà

ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû.

Òàáëèöà 11

x1 x2 x3 x4 x5 x10

1-é ñïîñîá 1.27306 0.63640 0.47722 0.39762 0.34787 0.23581

2-é ñïîñîá 1.27314 0.63648 0.47729 0.39768 0.34792 0.23581

Òàêèì îáðàçîì, êâàçèîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (11.24) âåäåò ñåáÿ êàê "÷èñòî"íåîäíîðîäíàÿ

ñèñòåìà. ×åì ýòî îáúÿñíÿåòñÿ? Åñëè ñðàâíèòü ïîñëåäíèå êîëîíêè òàáëèö 7 è 10, òî âèäèì, ÷òî

îíè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (11.24) ïåðâûì ñïîñîáîì

óæå ñ äåñÿòîãî íåèçâåñòíîãî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.
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Õîòÿ, êàê ïîêàçûâàåò òàáëèöà 11, ãðàíèöû íåèçâåñòíûõ êà÷åñòâåííî âåðíî îòðàæåíû

ìåòîäîì ëèìèòàíò, êîëè÷åñòâåííî îíè îêàçàëèñü î÷åíü ãðóáûìè, îñîáåííî áîëüøàÿ îøèáêà

íàáëþäàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà íåèçâåñòíûõ. Ïî âèäèìîìó, òàêàÿ çíà÷èòåëüíàÿ îøèáêà

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìåòîä ëèìèòàíò íèêàê íå ó÷èòûâàåò ñïåöèôèêó ñèñòåìû (11.24), òî÷íåå,

íå ó÷èòûâàåòñÿ îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ÷àñòè ñèñòåìû (11.24). Â äåéñòâèòåëüíîñòè,

ðåøåíèå êâàçèîäíîðîäíîé ñèñòåìû (11.24), êàê íà ýòî óêàçàëè âûøå, î÷åíü áûñòðî ñîâïàäàåò ñ

íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ÷àñòè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð êâàçèîäíîðîäíîé ñèñòåìû, êîãäà åå îäíîðîäíàÿ ÷àñòü èìå-

åò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî çà îñíîâó âîçüìåì ñèñòåìó, ïðèâåäåííóþ â íàøåé

ðàáîòå [76],êàê ïðèìåð ñèñòåìû, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà (11.1) ñî ñëåäóþùèìè êîíêðåòíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè

aj,i =


i+ 1 j ≥ i

j + 1 i < j

, bj =

j∑
k=0

bk

(1− b)2
, b ̸= 1, j, i = 0, 1, 2, ... ,

êîòîðàÿ â ðàçâåðíóòîì âèäå áóäåò èìåòü âèä:

x0 + x1 + x2 + · · · + xn · · · = b0,

x0 + 2x1 + 2x2 + · · · + 2xn · · · = b1,

x0 + 2x1 + 3x2 + · · · + 3xn · · · = b2,

. . . . . . . . . . . .

x0 + 2x1 + 3x2 + · · · + nxn · · · = bn,

. . . . . . . . . . . .

. (11.26)

Â îäíîðîäíîì ñëó÷àå ñèñòåìà (11.26) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî ïîêàçàíî â

[76].Èç ñèñòåìû (11.26) ñîñòàâèì êâàçèîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, îñòàâëÿÿ ïåðâîå óðàâíåíèå è ñ÷èòàÿ
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îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ îäíîðîäíûìè:

x0 + x1 + x2 + · · · + xn · · · = 1
(1−b)2

,

x0 + 2x1 + 2x2 + · · · + 2xn · · · = 0,

x0 + 2x1 + 3x2 + · · · + 3xn · · · = 0,

. . . . . . . . . . .

x0 + 2x1 + 3x2 + · · · + nxn · · · = 0,

. . . . . . . . . . . .

(11.27)

Çàäàâàÿñü b = 0.9 è ε = 10−10, âû÷èñëèì ïî ôîðìóëàì (11.8), (11.9) è (3.5′) ñòðîãî ÷àñòíîå

ðåøåíèå ñèñòåìû (11.27).

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷èñëà x0 = 200, x1 = −100, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0,...

ñîñòàâëÿþò èñêîìîå ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ýòèõ ÷èñåë â ñèñòåìó (11.27)

óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåòñÿ.

Ãàóññîâà ôîðìà ñèñòåìû (11.27) â îäíîðîäíîì ñëó÷àå èìååò âèä [76]

∞∑
p=0

xj+p = 0 j = 0, 1, 2, ... . (11.28)

Èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷íîñòü ñèñòåìû (11.28) â ðàáîòå [76]äîêàçàíà, ÷òî ñèñòåìà (11.28) èìå-

åò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Çäåñü ýòî óòâåðæäåíèå äîêàæåì áåç ïðèìåíåíèÿ ïåðèîäè÷íîñòè

ñèñòåìû (11.28), ò. å. äîêàæåì ñ îáùèõ ïîçèöèé.

Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (11.13) äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñè-

ñòåìû (11.28). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (11.9) âåëè÷èíû Ap(j): A1(j) =

aj,jA0(j) = 1, A2(j) = −A0(j) + A1(j) = 0, òîãäà Ap(j) = 0 äëÿ âñåõ p ≥ 2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè n→ ∞ âåëè÷èíûAn−j(j) = 0 èAn(0) = 0. Òîãäà ôîðìóëà (11.13)

íè÷åãî íå äàåò, à ýòî çíà÷èò ÷òî ñèñòåìà (11.28) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî

îòìåòèòü îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Îäíîðîäíàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (11.28) óäîâëåòâîðÿåòñÿ çà

ñ÷åò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âñåõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå xi = 0 äëÿ âñåõ i ≥ 2 è xi ̸= 0

ïðè xi < 2. Ýòî ëåãêî âèäíî èç ñèñòåìû (11.27), ò. å. èìååì x0 + 2x1 = 0, ðåøàÿ åãî ñ ïåðâûì

óðàâíåíèåì x0 + x1 = 100 ïîëó÷èì òî, ÷òî ïîëó÷èëè.

Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü êâàçèîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, îñíîâîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâà

ñèñòåìà (11.14).
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Óìíîæàÿ ãàóññîâó ìàòðèöó ñèñòåìû (11.14) è åå ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ íà òðåóãîëü-

íóþ ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç åäèíèö, ïîëó÷èì îáùóþ ñèñòåìó:

x0 + x1 + x2 + x3 + x4 + · · · = 1.0,

x0 + 3x1 + 13x2 + 31x3 + 57x4 + · · · = 1.5,

x0 + 3x1 + 37x2 + 391x3 + 1737x4 + · · · = 1.8,

x0 + 3x1 + 37x2 + 1111x3 + 21897x4 + · · · = 1.9,

x0 + 3x1 + 37x2 + 1111x3 + 62217x4 + · · · = 1.9,

. . . . . . . . . . . . . . .

(11.29)

Ñîñòàâèì êâàçèîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, îñòàâëÿÿ ïåðâîå óðàâíåíèå â (11.29) è ñ÷èòàÿ îñòàëü-

íûå óðàâíåíèÿ ñ÷èòàÿ îäíîðîäíûìè:

x0 + x1 + x2 + x3 + x4 + · · · = 1.0,

x0 + 3x1 + 13x2 + 31x3 + 57x4 + · · · = 0,

x0 + 3x1 + 37x2 + 391x3 + 1737x4 + · · · = 0,

x0 + 3x1 + 37x2 + 1111x3 + 21897x4 + · · · = 0,

x0 + 3x1 + 37x2 + 1111x3 + 62217x4 + · · · = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

(11.30)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (11.30) êàê íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, ò. å. ïåðâûì ñïîñîáîì, ïîëó÷èì ðåøåíèå

x0 = 1.5, x1 = −0.5, x2 = 0, x3 = 0,...xi = 0,... . Ðåøàåì âòîðûì ñïîñîáîì, ò. å. ñíà÷àëà ðåøàåì

îäíîðîäíóþ ÷àñòü ñèñòåìû (11.30).

Ðåøàåì ñèñòåìó (11.30) â îäíîðîäíîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (11.13) è (11.9). Íà

ñàìîì äåëå ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ïðèìåðå 1 è ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííàÿ îäíîðîäíàÿ

ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (ñì. òàáë. 3 è 5).

Ïðèìåð 5′. Èññëåäîâàòü êâàçèîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, îñíîâîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå

ãàóññîâà ñèñòåìà (11.14), íî îáùàÿ ñèñòåìà áóäåò îòëè÷íîé îò ñèñòåìû (11.29).

Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ìàòðèöó è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ãàóññîâîé ñèñòåìû (11.14) íà

ìàòðèöó ñ åäèíèöåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íèæå äèàãîíàëè ïîëàãàåì
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ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 5



1 0 0 0 0 0 ...

1 1 0 0 0 0 ...

1 5 1 0 0 0 ...

2 2 4 1 0 0 ...

2 1 2 3 1 0 ...

1 3 1 5 1 1 ...

. . . . . . ...


,

òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ íåêîòîðîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Îòñþäà ñîñòàâèì ñëåäóþùóþ êâàçèîäíîðîäíóþ ñèñòåìó:

x0 + x1 + x2 + x3 + x4 + · = 1,

x0 + 3x1 + 13x2 + 31x3 + 57x4 + · = 0,

x0 + 11x1 + 85x2 + 511x3 + 1961x4 + · = 0,

2x0 + 6x1 + 122x2 + 2222x3 + 26994x4 + · = 0,

2x0 + 4x1 + 62x2 + 2912x3 + 104218x4 + · = 0,

x0 + 7x1 + 61x2 + 4051x3 + 142969x4 + · = 0,

· · · · · · · · · · · · ·

(11.31)

Ðåøàåì ñèñòåìó (11.31) ïåðâûì ñïîñîáîì, ò. å. íàéäåì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñòðîãî ÷àñò-

íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11.31) ïðè b = 0.5 è ε = 10−8. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ 10 ðåøåíèé

îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî ñèñòåìû ñ max(j + p) = 13.

Òàáëèöà 12

x0 x1 x2 x3 x4 x5

1.24445 -0.15035 -0.121292 0.02959 -0.00249 0.00009
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Òåïåðü ñèñòåìó (11.31) ðåøèì âòîðûì ñïîñîáîì, ñíà÷àëà ðåøàåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

x0 + 3x1 + 13x2 + 31x3 + 57x4 + · = 0,

x0 + 11x1 + 85x2 + 511x3 + 1961x4 + · = 0,

2x0 + 6x1 + 122x2 + 2222x3 + 26994x4 + · = 0,

2x0 + 4x1 + 62x2 + 2912x3 + 104218x4 + · = 0,

x0 + 7x1 + 61x2 + 4051x3 + 142969x4 + · = 0,

· · · · · ·

(11.32)

Òàáëèöà 13

x0 x1 x2 x3 x4 x5

1 -0.72107 0.09170 -0.03017 0.00133 -0.00004

Ðåøåíèå ñèñòåìû (11.32) ïîäñòàâëÿåì â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11.31), ïîëó÷èì C =

0.34175. Òîãäà ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.31) áóäåò ðåøåíèå ñèñòåìû (11.32) ïîäåë¼ííîå íà C =

0.34175.

Òàáëèöà 14

x0 x1 x2 x3 x4 x5

2.92611 -2.10995 0.26832 -0.08828 0.00389 -0.00011

Êàê âèäíî èç òàáëèö 12 è 14, ðåøåíèÿ íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííî, íî è êà÷åñòâåííî çíà÷è-

òåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, ïðè÷åì ðåøåíèå âî âòîðîì ñëó÷àå áëèçêî ê ðåøåíèþ îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Êàê ïîêàçûâþò ýòè òàáëèöû îáå ðåøåíèÿ áûñòðî óáûâàþò äî íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ðå-

øåíèÿ ñèëüíî çàâèñèò îò èñõîäíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ïðîåêòà ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ðàñøèðÿ-

þò êëàññ ðàíåå èçó÷åííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èññëå-

äóåìûå â ðàìêàõ ïðîåêòà çàäà÷è è ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûìè. Âûâîäû è

ïîëîæåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïî-

ñòàâëåííûõ êðàåâûõ çàäà÷è áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîä àïðèîðíûõ îöåíîê, ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ

ïî ïàðàìåòðó, ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, ìåòîä ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ìåòîäû òåîðèè ïîëóãðóïï è ïðîïàãàòîðîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, à òàêæå

ðàçðàáîòàííûå àâòîðàìè ïîäõîäû è ìåòîäû.

Ïðàâèëüíîñòü âûáîðà ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ â èññëåäîâàíèÿõ ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîëó÷åííûìè

íîâûìè ðåçóëüòàòàìè è óëó÷øåíèÿìè ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Äîêàçàíû òåîðåìû ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òàêèõ, êàê íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè, äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-

íûìè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ïîðÿäêîâ ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè, äëÿ ýëëèïòèêî-

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíû îöåíêè

ñõîäèìîñòè è ïîãðåøíîñòè.

Ïîêàçàíà ðåãóëÿðíîñòü è ãëàäêàÿ çàâèñèìîñòü îò âõîäíûõ äàííûõ ðåøåíèé íåëèíåé-

íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà, ïîðîæäåííûõ

ïðîöåññàìè óñòîé÷èâîãî òèïà.

Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì èññëåäîâàíû êâàçèîäíîðîäíûå ñèñòå-

ìû. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ñèñòåìû ìîãóò âåñòè ñåáÿ è êàê �÷èñòî� íåîäíîðîäíûå, è

êàê ïî÷òè îäíîðîäíûå ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû.

Ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ äàííîãî ïðîåêòà ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçî-

âàíû äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé è âíåñóò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè íåêëàñ-

ñè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è òåîðèè íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ìàêêèíà-Âëàñîâà, â ðàçðàáîòêå òåîðèè áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â

ñòàòèñòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè òâåðäûõ òåë, âÿçêîóïðóãîñòè, ýëåê-

òðîäèíàìèêè, ôèçèêè ïîëóïðîâîäíèêîâ, ìåõàíèêè ïîëèìåðîâ è äðóãèõ ïðîöåññîâ ñîâðåìåííîé
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ôèçèêè, à òàêæå â èññëåäîâàíèè èãð ñðåäíåãî ïîëÿ.

Ðåçóëüòàòû ÍÈÐ ïî äàííîé ïðîáëåìàòèêå èñïîëüçóþòñÿ â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå

ÔÃÀÎÓ ÂÎ �Ñåâåðî-Âîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Ê.Àììîñîâà� (ÑÂÔÓ): â ïîä-

ãîòîâêå êóðñîâûõ, âûïóñêíûõ ðàáîò, ìàãèñòåðñêèõ äèññåðòàöèé ñòóäåíòîâ, êàíäèäàòñêèõ äèñ-

ñåðòàöèé àñïèðàíòîâ.

Ðåçóëüòàòû ÍÈÐ äàííîãî ýòàïà âêëþ÷åíû â äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó èñïîëíèòåëÿ ïðî-

åêòà Å.Ñ. Åôèìîâîé, èñïîëüçîâàíû â ïðåïîäàâàíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ, â íàó÷íûõ èññëåäîâà-

íèÿõ àñïèðàíòîâ ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.02 - äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñè-

ñòåìû è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ äàííîãî ÍÈÐ çàùèùåíû ìàãèñòåðñêèå

äèññåðòàöèè, âûïóñêíûå è êóðñîâûå ðàáîòû. Ïî ðåçóëüòàòàì ÍÈÐ îïóáëèêîâàíû 12 íàó÷íûõ

ñòàòåé (â ò.÷. èíäåêñèðîâàíû â Web of Science - 1, â SCOPUS - 10, ÂÀÊ, ÐÈÍÖ - 1). Ñäåëàíû

14 íàó÷íûõ äîêëàäîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ.
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